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1 Préliminaires, définitions et notations

Le but de cette section est d’introduire les définitions et notations nécessaires
dans toute la suite.

1.1 Action de Galois, action adjointe

Dans toute la suite, k désigne un corps quelconque. On note :

— ks sa cloture séparable

— k = K sa cloture algébrique

- T' = Gal(ks/k)

— p = car(k) sa caractéristique

Afin de répondre & des questions de rationalité, on utilise parfois des critéres
galoisiens. Définissons d’abord une action naturelle du groupe de Galois.

1.1.1 Définition (action de Galois). Si V est un k-espace vectoriel, alors on peut
définir une action de I' sur Vi, = ks ® V donnée pour v € I';v € V,a € k par
v-a®v=y(a)®v sur les tenseurs simples. On note ~yy : Vi, — Vi, 'application
inversible vy (w) = 7 - w.

Si G est un groupe algébrique défini sur k dont A est 'algébre de Hopf, alors
on définit également une action de I' sur G de la maniére suivante : si v € I', pour
toute k-algébre R et tout g € G(R) = Homy_q (A, R), on pose y-g = Yrogoy,"

1.1.2 Définition (Conjugaison et adjoint). Soit G un groupe algébrique et H un
sous-groupe de G. Le groupe G agit sur lui-méme par automorphismes intérieurs.
cg: G — G
h s ghg™ !’

'action est ainsi décrite par g - h = c4(h). On note aussi Int(g) = c¢y.

On note YH 'image ¢4(H).

On définit 'application adjoint Ad : G — gl(g) par Ad(g) = decy : g — g.

La différentielle de cette application en l'identité d.Ad = ad : g — gl(g) corres-
pond au crochet de Lie [Bor91l 3.14] : VX € gVY € gad(X)(Y) = [X,Y]. Ce qui
se vérifie par un calcul en plongeant G dans un GL,,.

Soit g € G. On définit I'application conjugaison par g par

Introduisons également quelques notations. Soit G un groupe algébrique et H un
sous-groupe de G. On note Zg(H) = {g € G, Yh € H ghg~' = h} le centralisateur
de H dans G. On note N(H) = {g € G, 9H = H} le normalisateur de H dans G.
On note Zg ou CG le centre de G, qui s’écrit aussi Zg(G).

1.2 Groupes diagonalisables et tores

Etant donné un groupe algébrique G, on note X*(G) = Mory,—ay(G, Gy,) et
X+ (G) = Morgr—a1g(Gpm, G).

1.2.1 Définition. Un groupe algébrique GG ayant A pour algébre de Hopf est dit
diagonalisable si X*(G) engendre A comme K-module.



1.2.2 Théoréme ([Bor91), 8.12]). Soit A la catégorie des k-groupes diagonalisables.
Soit B la catégorie des Z-modules de type fini, sans éléments de p-torsion et munis

d’une action de T'. Alors on a une équivalence de catégories donnée par G € A —
X*(G)eB

1.2.3 Définition. Etant donné n € N, un tore de dimension n est un groupe
algébrique isomorphe a D, = (GL1)" ou, de maniére équivalente, un groupe diago-
nalisable connexe de dimension n.

1.3 Sous-groupes de Borel, racines, donnée de groupes radiciels et
radical

1.3.1 Définition (Radical et radical unipotent). Soit G un groupe algébrique
connexe. On appelle radical de G, et on note R(G), le plus grand sous-groupe
distingué fermé résoluble connexe de G. On appelle radical unipotent de G, et on
note R, (G), le plus grand sous-groupe distingué fermé unipotent connexe de G.

Soit G un groupe algébrique. On dit que G est semi-simple si R(G°) = {e}. On
dit que G est réductif si R, (G°) = {e}.

1.3.2 Définition. Soit G un groupe algébrique et B un sous-groupe de G. On
dit que B est un sous-groupe de Borel de G s’il est maximal parmi les groupes
sous-groupes connexes résolubles de G.

En utilisant le fait qu’un sous-groupe résoluble connexe laisse stable un drapeau
(Théoréeme de Lie-Kolchin [Bor91l 10.5]), on peut montrer que les sous-groupes de
Borel sont conjugués [Bor91, 11.1]. Tout tore maximal est un sous-groupe d’un
sous-groupe de Borel, ils sont également conjugués [Bor91, 11.3].

1.3.3 Définition (Racines). Si G est un groupe algébrique connexe réductif et si T’
désigne un tore de G, alors T agit sur 'algébre de Lie g de GG par la représentation
adjointe Ad : T — gl(g) et on a la décomposition de g en espaces propres g =
P 9o 0t ge ={X €g, ¥t € TAA(t)(X) = a(t)X} [Spr98, 7.1.1].

aeX*(T)

On appelle racine de G tout élement o € X*(T) \ {0} tels que Iespace propre
associé g, est non nul.

On note ®(G,T) C lensemble des racines ainsi définies.

1.3.4 Remarque. Si G n’est pas supposé réductif, on peut tout de méme définir
un ensemble de racines pour (G,T) en relevant celui du groupe réductif G/R,(G).
[Spro8l 7.4.3].

Il existe une notion abstraite de systéme de racines définie dans [Bou81
Chap.VI] que 'on utilisera.

1.3.5 Proposition (Systémes de racines et groupe de Weyl). Si G est un groupe
algébrique conneze et si T est un tore mazimal de G, alors ®(G,T) est un systéme
de racines [Spr98, 7.4.3].

Le groupe W(G,T) = Ng(T)/Za(T) est fini [Bor91, 11.19]. On peut le voir
comme le groupe de Weyl du systéme de racines ®(G,T) [Spr98, 8.1.3].



Si B est un sous-groupe de Borel de G contenant T, alors ®(B,T) correspond
auz racines positives ®(G,T) " du systeme de racines ®(G,T) pour un certain ordre
de systéme de racines [Spr98, 7.4.6]. Cela permet également de définir une base du
systéme de racine, notée D = D(G,T, B).

1.3.6 Définition et théoréme (Groupes radiciels a un parametre, d’aprés [Spr98|
8.1.1]). Soit G un groupe algébrique linéaire connexe réductif et 7" un tore maximal
de G. Pour toute racine o € ®(G,T), il existe un unique sous-groupe fermeé norma-
lisé par T de G, noté U, tel qu’il existe au moins un isomorphisme &, : G, — U,
satisfaisant Vt € T, Vo € K, tea(z)t™! = eo(a(t)x).

De plus, chaque U, est de dimension 1 et Lie(U,) = go- On les appelle groupes
radiciels & un parameétre.

Le groupe G est engendré par T et les sous-groupes Ul,.

1.3.7 Remarque. Chaque &, est unique & une constante de k prés [Spr98, 7.3.3 (i)],
une constante par racine.

1.4 Sous-groupes paraboliques

Lorsque le corps de base n’est pas algébriquement clos, 1'existence d’un sous-
groupe de Borel n’est pas assurée. On remplace alors ces derniers par les groupes
paraboliques qui, bien que plus grand, permettent d’obtenir des résultats de point
fixe d’une part, et répondent aux problémes de corps de définition d’autre part.

1.4.1 Définition. Un sous-groupe P d’un groupe algébrique G est dit parabolique
il est fermé et tel que la variété G/P est compléte.
Soit G un groupe algébrique et L un sous-groupe fermé réductif de G. On dit
que L est un sous-groupe de Levi de G si G = L x R, (G) (produit semi-direct).
Deux sous-groupes paraboliques P et P~ d’un groupe algébrique G sont dit
opposés si L = P N P~ est un sous-groupe de Levi commun & P et P~.

1.4.2 Proposition (Propriétés).

- [Tit65, 4.1] Soit G un groupe algébrique et P un sous-groupe fermé de G. Les
assertions sutvantes sont équivalentes :

(1) P est un sous-groupe parabolique
(ii) G/P est une variété projective
(iii) P contient un sous-groupe de Borel B de G

— [Bor91, 14.21 (i)] Soit P un sous-groupe parabolique d’un groupe algébrique
G et L un sous-groupe de Levi de P. Alors il existe un unique sous-groupe
paraboliqgue P~ opposé a P ayant L comme sous-groupe de Levi commun.

Soit G groupe réductif connexe, T' tore maximal de G et B sous-groupe de Borel
contenant 7. Soit D la base associée & B du systéme de racines ®(G,T). Pour
toute partie I C D, on note [I] = ZI N ®(G,T) 'ensemble des racines obtenues
comme combinaison linéaire & coefficients entiers d’é¢léments de I. On pose ®(I)+ =



O(G, )"\ [I]. Soit ¥y = [I]N®(G,T)". On définit Ty = (ﬂ ker a) et Up(p)+ =
acl
[I.cr Ua (ordre du produit quelconque mais fixé). Soit Py = Z¢(T7) - Up(y+. Clest

un sous-groupe parabolique de G et Z¢(717) en est un sous-groupe de Levi. Son
radical unipotent est Ry(Pr) = Ug(p+ [Bor9l, 14.17]. Son unique sous-groupe
parabolique opposé par rapport & 7" est P; = Z¢(1T1) - U_g(ry+ [Bor91, 14.20].

Tout sous-groupe parabolique est conjugué & un unique sous-groupe parabolique
standard [Tit65), 4.3].

1.5 Données combinatoires

Les systémes de Tits, également appelés BN-paires ont été introduit par Jacques
Tits. Ils traduisent le lien avec la décomposition de Bruhat des groupes algébriques
et peuvent servir & énoncer des résultats de simplicité modulo le centre du groupe.

1.5.1 Définition (Systéme de Tits). Soit G un groupe abstrait. Considérons 7 =
(G, B, N, S) un quadruplet tel que :

— B et N sont des sous-groupes de G.

— S est une partie de W = N/T avec T'= N N B.
On dit que T est un systéme de Tits §’il vérifie les quatre axiomes suivants :

(T1) G est engendré par B et N; T est distingué dans N.

(T2) Les éléements de S sont d’ordre deux dans le groupe W, et 'engendrent.
(T3) Vwe WVseS ,sBwC BwBU BswB

(T4) Vse S ,sBs# B

Les données radicielles indroduites par Michel Demazure constituent une gé-
néralisation des systémes de racines. Elles permettent de déterminer un groupe
réductif connexe déployé & isomorphisme prés.

1.5.2 Définition (Donnée radicielle [Spr98| 7.4.1]). Soit X, XV deux groupes abé-
liens libres de rang fini duaux 'un de 'autre par une application Z-linéaire, notons-
la par (,) : X ®z XV — Z (on appelle couplage I'application correspondante
X x XV — Z). Soit R et RV deux parties finies de X et XV respectivement, en
bijection par une application ¢ : R — RY. On note t(a) = o pour tout o € R.

Etant donné a € R, on définit les endomorphismes suivants :
Sa: X — X sy XV = XV
v et v
z = x—(xr,a’)a y = y—{(ya
On dit que le quadruplet ¥ = (X, R, XV, RY) est une donnée radicielle s’il vérifie

les axiomes suivants :
(RD1) Pour tout @ € R, on a (o, ") = 2;
(RD2) Pour tout a € R, on a so(R) = R et s (RY) = RY.

1.5.83 Ezemple. Etant donné un tore 7' d’un groupe algébrique G, le groupe des ca-
ractéres X*(T') = Homg, —q14(T, G,y,) est naturellement en dualité avec le groupe des
cocaractéres Xy (T') = Homg,—414(Gp, T'). Notons (-, ) le couplage correspondant.
Ces deux groupes sont des candidats naturels & faire partie d’'une donnée radicielle.



Le systéme de racines ®(G,T) est une partie finie de X*(7). Si a € ®(G,T), il
existe un unique élément de X, (7'), noté a" tel que (o, a") = 2. Les éléments ainsi
obtenus sont appelés coracines et on note ®(G,T)Y 'ensemble de ces éléments.

1.5.4 Proposition-définition (Donnée radicielle d’'un groupe algébrique connexe
[Spr98| 7.4.3]). Soit G un groupe algébrique connexe et T un tore maximal de G.
Alors le quadruplet (X*(T),®(G,T), X.(T),®(G,T)") est une donnée radicielle.
On lappelle donnée radicielle de G relative & T et on la note U(G,T).

1.5.5 Définition (Morphismes de données radicielles [Spr98| 9.6.1]).

Soit Uy = (X1, Ry, XY, RY) et W9 = (Xo, Ro, X3/, RY) des données radicielles. Soit
f X1 — X5 un morphisme de Z-modules. On définit par dualité un morphisme
IV Xy — XY par (f(a),\) = {a, fY()\)) pour tout a € X7 et tout A € X3/. On dit
que f: X1 — Xo réalise un isomorphisme de ¥; dans Vs si f est un isomorphisme
de Z-modules qui envoie R; sur R, et si son dual fV est un isomorphisme de
Z-modules qui envoie Ry sur RY.

1.5.6 Remarque. Soit G1 et Go deux groupes réductifs connexes, ayant des tores
maximaux notés 17 et Th respectivement. S”il existe un isomorphisme de groupes

= «ao 90|T1
un isomorphisme de données radicielles entre ¥(Go, Ts) et ¥(G1,T1).

algébriques ¢ : G1 — Gy tel que ¢(Th) = Tb, alors réalise



2 Théoréme d’isomorphisme : le cas algébriquement clos

Ici on suppose que k = k.

2.1 Enoncés et notations

Le but de cette section est donner une démonstration du théoréme suivant :

2.1.1 Théoréme. Soit G et G' deuzx groupes algébriques semi-simples, T et T’
des tores marimauz de G et G' respectivement et op : T — T un isomorphisme
S . : _ oG, T — ®G,T
qui tnduit un isomorphisme de systémes de racines ( ) ( ) .
« = Qo T

Alors op s’étend en un isomorphisme ¢ : G — G.
On doit pouvoir raffiner en

2.1.2 Théoréme. [Spr98, 9.6.2] Soit G et G' deuzx groupes algébriques réductifs
connexes, T et T' des tores mazimauz de G et G’ respectivement, ¥ et U’ les données
radicielles correspondantes. On suppose qu’il existe f : W' — U un isomorphisme
de données radicielles. Alors il existe un isomorphisme de groupes algébriques ¢ :
G — G’ tel que p(T) = T' et que f est un isomorphisme de données radicielles
induit par ¢.

De plus, si ¢ est un autre isomorphisme ayant de telles propriétés, alors il existe
t €T tel que Vg € G ¢'(g9) = p(tgt™1).

Idée : on va étendre 7 & des sous-groupes de G qui engendrent G et s’assurer
que ces extensions soient cohérentes entre elles vis-a-vis des lois de groupes.

Mise en place des sous-groupes auxquels on va étendre les fleches initiales :

Comme G est réductif, on a Zg(T") = T par [Spr98) 7.6.4 (ii)]. On note les
normalisateurs N = Ng(T) et N' = N (T").

On fixe un sous-groupe de Borel B de G contenant T, ce qui détermine une
unique base, notée D = D(G,T,B), de ®(G,T). On pose U = B,. On fixe un
sous-groupe de Borel B’ de G’ contenant T, ce qui détermine une unique base,
notée D' = D(G',T',B’), de ®(G',T").

On note W = W(G,T) = N/T (resp. W = W(G',T")) ; on a des symétries s,
(resp. s,,) telles que W =< s, , a € D >. Pour « parcourant D, on fixe une famille
(Na)o d’éléments de N vérifiant n,T = s, (resp. s, =n/,).

Pour o,8 € D, on note m(«, ) lordre de sos3 dans W. On pose t,g =
(nanﬁ)m(aﬁ). On atep € Zg(T) =T. On pose Voo € D to = toq = n2eT.

Pour a € ®(G,T), le groupe T, = (kera)° est un sous-tore de codimension 1
de T. On pose G, = Zg(Ty).

Les paramétrages des groupes radiciels €, peuvent étre choisis de sorte
que pour tout a € ®(G,T), 'élément e4(1)e_o(—1)ea(l) = no € N [Spr98, 8.1.4].

Pour toutes racines simples «, 3 € D, on note Gop = Z¢((Ta N13)°) et Unp =
UNGgp. Les G p sont des groupes réductifs de rang semi-simple égal a 2, de systéme
de racines noté ®,3 engendré par o et f [Hum98, 26.2 Cor.A|. On note W, g le
groupe de Weyl correspondant.



2.2 Extension aux normalisateurs de tores maximaux

2.2.1 Proposition (d’apreés [Hum98l 32.2]). Soit H un groupe algébrique. Soit
Y : T — H un homomorphisme de groupes abstraits. Soit (ha)acp une famille
d’éléments de H.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) 30 : No(T) — H tel que ¥|r =1 et Va € D §(na) = ha.
(ii) Yo, B € D (hohg)™P) = 4(tap).

Démonstration. « = » : _
Vo, B € D Ytag) = 1((nang)™ ")
(

= (Y(na)v(ng))™ P .
= (hahﬁ)m(a,ﬁ)
K<=»
Considérons W* le groupe libre engendré par des éléments notés n;
p: W* — Aut(T)
nt = (te natngt)

définir le produit semi-direct pour cette action : N* = W* x T. On identifie T" au

a € D.

a

On a un homomorphisme de groupes . On peut donc

sous-groupe T* = {(1,t) , t € T} < N* par l'isomorphisme j : t — (1,¢); on pose
t:;ﬁ =7 (taﬁ )-

Considérons K* le plus petit sous-groupe distingué de N* contenant ’ensemble
{(tap)™ Ynin )m(o"ﬁ o, B € D} C N* et le groupe quotient N = N*/K*.
Le morphlsme poj~l:T* — H s’¢tend de maniére unique en un morphisme
Y* : N* — H tel que Vao € D ¢*(n}) = hq. Les ( Zﬁ)_l(n*nz)m(“”g) sont dans
kery* qui est distingué dans N*, donc K* < ker+*. On peut passer au quotient
pour former un morphisme w N — H tel que Vo € D w(na) = hq OU Ny désigne
la classe de n},. N

Il reste & montrer que v N2 ,]\1 est un isomorphisme. Pour cela, il suffit

Ng — Nag

alors de montrer que le morphisme surjectif entre W=N / TetW=N /T est un
isomorphisme. Le groupe W est engendré par les éléments naT pour « parcourant
D. Ces éléments vérifient les mémes relations que celles des éléments s, de W
correspondant. Or, (W, S) étant un systéme de Coxeter [Hum98|, 29.4|, ces groupes
sont nécessairement fini, de méme cardinal. Donc il s’agit bien d’un isomorphisme.

Ceci permet de conclure en considérant 'isomorphisme @Z ot:N—H O

On choisira alors H = G’ et en étudiant les groupes ayant un systéme de racines
de rang 2, on pourra choisir une telle famille d’éléments de G’.

2.3 Extension aux sous-groupes de rang semi-simple égal a 1

2.3.1 Proposition. Soit a € ®(G,T) et o/ € (G, T"). Soit opr : T — T un
: XNTH — X*T
isomorphisme de tores tel que / (, ) , () envoie o sur a.
B = Blopr
Alors o7 s’étend en un unique isomorphisme de groupes algébriques og,, : Go —
G, tel que Vo € G, pq, (ea(z)) =€, (x) et a, (na) =1,



Démonstration. Les G sont des groupes réductifs de rang semi-simple égal a 1
[Bor91l, 13.18 (4)].

Quitte a considérer les groupes dérivés, on peut supposer que G, et G’a, sont
semi-simples de rang 1 [Spr98| 7.3.2].

L’unicité provient du fait que T', n, et U, engendrent G, [Spr98), 7.2].

Existence :

On note Q, = U_,-T-U, la grosse cellule de G, pour le choix du sous-groupe de
Borel B, = T-U,. C’est un ouvert (dense) de G, [Hum98, 28.5]. On note également
O, =U0,-T-U.,.

Pour tout «, on sait que €2, est isomorphe & U_,, x T x U, comme variété, donc
on peut définir isomorphisme de variétés pq, : Qo — €, par
Va,y € Gq Vi € T pa, (e—a(@)tea(y)) = & o (@)pr(Hel ).

On dispose de deux épimorphismes 7 : Go — PGLo(K) et 7' : GI, — PGLy(K)
[Hum98|, 25.3].

On cherche un recouvrement S de G4 et GI, tel que le diagramme suivant

commute : / \
PGLy(K
Précisément, posons R = { 2,2) € Ga x G, , w(z) =7'(2)}. Clest un sous-

groupe fermé par construction.

. / !/
Soit S = R°, et P S, = Ga et P S, - G‘f" . On a alors
(z,2) — =z (z,2/) — =z

mop=mnop par définition de S.

v: T — S
t = (ter(t))
lequel p : Qo (Y(T)) = Qa(T) et p' : Qo (W(T)) — QL,(T") sont des isomorphismes.
@ est alors définie sur €Q,, ouvert de G,. En fait, ¢ est définie partout et est

Soit . Le groupe ¢(T') est un tore maximal de S, pour

un homomorphisme de groupes. Montrons-le. Soit x € S. On pose z = p(z) et
2 — J/(x). On pose X: S = S 7 A: Go — G, ’ N G, — G/’a, '
y = xy u = zu v = Zv

Lorsque ceci est bien défini (dépend de @), ona N opop=Nop =p o) =
popoX = poAop Comme p est surjective, on a X o p = p o A. Donc si ¢ est
définie en y € Gy, alors on peut définir o(zy) = 2'¢(y), et donc définir ¢ sur G,
entier.

Onagop=yp et Nop=pol, cequiassure que ¢ est un homomorphisme de
groupes. De plus, on constate que ¢(ng) = n’a,

En permutant les roles de G et G’, on obtient I'isomorphisme. ]

2.4 Extension aux groupes radiciels

Pour o € D, on pose hy = ¢, (na). Cela a du sens car n, € G,.
Pour o € D, on pose o = ¢a, |U.,-
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En effectuant des calculs dans les 3 types de systémes de racines de rang 2, on
pourrait démontrer la proposition suivante :

2.4.1 Proposition ([Hum9g| 33]).
(A) Pour toutes racines simples a, 3 € D, on a ¢p(tag) = (hahg)™P).

(B) Pour toutes racines simples o, B € D, il existe un isomorphisme .3 de Uyp
dans un sous-groupe de G' tel que Yaplu, = Pa et Yaslu; = ©p

(C) Pour toutes racines simples o, B € D, on a les égalités :
Vv € (I)Iﬁ \ {a} (Int ha) 0 waglu, = wap o (Int ng)u,

On utilise

2.4.2 Proposition ([Hum98, 32.4|). Il existe une famille d’isomorphismes (¢q)a,
pour « parcourant ®(G,T), telle que :

(a) Yoo € D oo = v, |u, €t p—a =va.lu_.
(b) Yo, € DYy e @5 ¢y = aplu,
(¢c) Vne N Va,p € ®(G,T) (n(a) = B) = Int(en(n)) o o = ¢ o Int(n)|y,

Démonstration. Les points (a) et (b) définissent certains éléments de la famille
cherchée.

Il ’agit d’une part de vérifier (c) pour ces éléments et, d’autre part, de construire
les o qui ne sont pas prescrits par (a) et (b).

Considérons d’abord le cas de deux racines simples a, 3 € D distinctes. Soit
n € Ng, ;(T). On écrit n = n,, ...n,,t avec j entier, v; € {a, B} et t € T. On veut
montrer par récurrence sur lentier j que si nT -« = (3 alors on a 'égalité (c), a
savoir Int(pn(n)) o pa = @g o Int(n)|y, -

Remarquons au préalable que si n(a) = «, alors par construction de ¢,, on a
Int(pn(n)) 0 pa = @ao o Int(n)|y, .

Si j = 0, alors n € T. Comme @y et ¢, prolongent @7, on a 1’égalité
Int(n(n)) © Pa = @a o Int(n).

Sij=1,alors v = 3 (car no - o = —a) et 'égalité (c) est donnée par [2.4.1(C).

Hérédité : Notons o; = ny,_, ...n,, . On peut supposer que j est minimal dans
I’écriture de n de sorte qu’en particulier o; # « pour tout 0 < i < j. Pour ¢ < j,
lorsque «; € @;L’ﬁ \ {a} on a T'égalité Int(on(n+,)) © Pa glu., = Pa,p o Int(ny,)|u,, -

Si pour tout 0 < ¢ < 7, on a aiq);'ﬁ, alors les égalités ci-dessus se combinent
pour donner le résultat.

Sinon, considérons un entier 0 < ¢ < j tel que «; € @Iﬁ et a1 & @Iﬁ. Posons
n' = ny_,...ny,t et n” = n, ...n,. Comme n, préserve @i’ﬁ{%}, on a donc
a; € {o,B}. Si a; = @, alors n'(a) = a et n”(a) = n(a) = 5. Par hypothése de
récurrence appliquée a n”, on a Int(on(n”)) o o = @ o Int(n”)|y,. On a aussi
Int(en(n')) 0 pa = @ o Int(n')|y,. Ces deux égalités se combinent pour donner
le résultat. Si oy = S, alors n'(a) = B et n”(8) = B. On procéde de méme en
appliquant cette fois-ci ’hypothése de récurrence a n/'.

On veut généraliser I’égalité pour n € N. On suppose a nouveau que «, 3 € D
vérifient n(a) = . Alors un lemme sur les systémes de racines donne 'existence
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d’'une famille (vy;); d’éléments de D tels que 79 = «, 7; = § d’une famille d’éléments
de N, notons-la (n;);, telle que n = nj_1...ng et n;(v;) = Y41 pour tout 7. De
plus, pour tout 7, il existe un §; € D tel que n; € WS, 5, le groupe de Weyl engendré
par n., et ng, et on a vyiy1 € {v;,06;} [Hum98 Al12]. On peut alors appliquer le
résultat de la récurrence successivement aux n; et on obtient (¢) pour o, 8 € D.

On veut désormais définir les ¢, pour « racine quelconque. Soit o € ®(G,T) et
n,n’ € N. Soit B =n(a) et B = n'(B). Supposons que 3,3’ € D. On a n'n~(3) =
B'. Donc par ce qui précede, on Int(pn(n'n™1)) o pg = ¢p o Int(n’nil)]Uﬁ. En
composant par Int(¢n(n’) 1)) & gauche et Int(n) a droite on obtient Int(px(n)~1)o
wp o Int(n)|u, = Int(pn(n')™1) o g o Int(n')|y, .

Etant donné a € ®(G,T), il existe 3 € D et n € N tels que n(a) = 3 [Hum98,
A 4]. On peut poser ¢, = Int(¢n(n) 1) opgolnt(n)|y, et on a montré que cela ne
dépend ni du n, ni du g choisi. De plus, ¢, est un isomorphisme par composition.
Pour cette définition, [2.4.1(B) donne (b).

Soit a, B € ®(G,T) et n € N tels que n(a) = 8. Il existe n’,n” € N et v,6 € D
tels que n/(a) = v et n”(B) = § de sorte que l'on peut appliquer les résultats
précédents pour n”nn’~!(y) = § et ainsi obtenir (c). O

2.5 Extension & un sous-groupe de Borel

On sait réaliser un sous-groupe de Borel comme le produit d’un tore maximal
qu’il contient et des sous-groupes radiciels correspondants. On a déja défini des
morphismes de groupes algébriques de ces sous-groupes radiciels. Afin de vérifier
que les choix de construction des ¢, permettent de définir un morphisme de groupes
algébrique, on s’appuie sur le lemme suivant faisant intervenir des constantes dites
« constantes de structure ».

2.5.1 Lemme. Soit a,3 € ®(G,T)". Soit T = {(i,j) € (N*)? | ia + jB €
®(G,T)}. On munit ®(G,T)" d'un ordre total arbitraire afin de pouvoir écrire
des produits (non commutatifs) sur cet ensemble suivant cet ordre.
Pour chaque couple ¥(i,j) € L, il existe une constante cqp.ij € K telle que ces
constantes vérifient [’égalité :
Vr,y € G, [5a(x)75/3(y)] = H E’Y(Caﬁ;ijl'zyj)'
vE®(G,T)t
y=iatjp
En particulier, on retrouve le fait que le commutateur de deux groupes radiciels
est le produit des groupes radiciels qu’il contient.

Démonstration. Soit m = Card(®(G,T)"). Numérotons les racines positives a; €
®(G, T)" de sorte que cela corresponde & Pordre total fixé sur ®(G, T)T. On rappelle
U, X -+ xUs. — U

que est un isomorphisme de variétés algébriques
(T1y.v oy Tm) = T1...Tpy
[Spr9g|, 8.2.1].
Soit P: GgxGg — U

(a:,y) = [€a($),5ﬁ<y)]
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Les morphismes e, sont réguliers et 1 1’est aussi, donc il existe des
polynémes pp = Zak;inin € K[X,Y] tels que Va,y ¢(z,y) =
ihj

Uay (P1(2,9)) - - - Uq,, (Pm(x,y)). On a Vo € G, ¥(z,0) = [ea(x), 1] = 1. De méme,
Yy € Gq ¥(0,y) = 1. Donc XY divise py pour tout k € [[1,m]]. Donc lorsque
ag;i; 70, on a i,5 > 0.
Conjuguons ¥ (x,y) par t € T et exprimons le résultat de deux fagons.
D’une part,
t(a, y)t—" = taa(:c)sﬁ(y)aa(—x)sg(—y)t_l
= teo ()t Heg(y)t Hea(—a)t Heg(—y)
= leala(t)z,e5(B(t)y)]

= 1o rat®)z, B(t)y))
k=1

D’autre part,
m

tp(z, )t~ =[] tea, (prla,y)t"
k=1

— H Eay, (0 (t)pr(z,y))

Done Vk € [[Lm]] Vt € T Ve, y ag(t)pe(e.y) = pi(adt)e, 5(2)y).

Donc Vk € [[1,m]] Vi,j > 0 agag,; = aiﬂjak;ij (notation multiplicative des
racines vues comme caractéres)

Donc ay, # i+ j8 = ari; = 0 (notation additive des racines vues comme
éléments du Z-module X*(T'). O

2.5.2 Proposition. o7 s’étend en un homomorphisme de groupes algébriques pp :
B—G

Démonstration. On a un isomorphisme de variétés ¢ : B >~ T x Uy, X ...U,,, ou
les a; sont une numérotation des racines de ®(G,T)" [Spr98| 6.3.5 et 8.2.1].

On pose o = (@17 X Ya; X+ X Pq,,) o t. C’est un isomorphisme de variétés
par composition et son image est un sous-groupe de Borel de G'.

Il faut alors vérifier que les choix réalisés pour définir les ¢, en font un mor-
phisme de groupes.

Le lemme montre qu’il suffit de vérifier que c¢’est un homomorphisme de groupes
pour les groupes engendrés par deux groupes radiciels.

Soit , B € ®(G,T)". D’aprés [Hum98, A.4], il existe n € N et ,6 € D tels
que n(a) =y et n(p) € @j’é. En utilisant (B), on sait que p.5 = ¥plu. ;. En
utilisant les formules données par M(c), on obtient que ¢p préserve la formule
du commutateur pour « et 5 donnée par le lemme. Ainsi, pp|U est un morphisme
de groupes.

Par 2.4.2(c), pp préserve 'action de T par conjugaison sur chaque U,. Donc
pp est un morphisme de groupes.

Comme @p est un isomorphisme de variétés, c’est donc un isomorphisme de
groupes algébriques. O
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2.6 Extension au groupe tout entier
On part des morphismes ¢y et ¢p définis précédemment.

2.6.1 Lemme ([Hum98|, 28.4|). On se donne une famille d’éléments (ny)wew rele-
vant les éléments du groupe de Weyl W . Alors tout élémént x € G s’écrit de maniére
unique sous la forme x = u'nytu avee w € W, t €T, v e UNwU w™! etu € U.

De plus, n = nyt ne dépend que de x € G et pas du choiz des représentants ny,.

On peut donc définir une application ¢ : G — G’ telle que p(z) =

ep(u)en(n)ps(u).
Il faut vérifier que c’est un isomorphisme de groupes algébriques.

2.6.2 Proposition. L’application ¢ précédemment construite vérifie o(xy) =
p(x)p(y) pour tout x,y € Q tels que xy € .

Démonstration. On a des homomorphismes de groupes : ¢|a., YN, ©|lu et ¢|y-.

lére étape : Soit wg 1’élément le plus long de W et ng € N représentant
cet élément. Il permute racines positives et négatives donc noUng L= U et
noU_ng1 =U.

Vu € U p(noung ') = p(no)p(u)p(no) ™! par une proposition précédente.

2éme étape : Soit u e B,ve B, z € .

On écrit v = vty avecv; e U7, t € T';

T = votoug avec vg € U, to € T et ug € U ;
u = tgug avec t3 € T et ug € U.

Alors on a d'une part, ©(v)p(z)p(u) = ©(v1)e(t1)e(v2)e(tz)e(u2)p(ts)p(us) ;
et d’autre part p(varu) = (p(vltlvgtf1t1t2t3t§1u2t3u3) = go(vltlvgtl_l)cp(tltgtg)go(tgluﬂgu;;).
En utilisant que tyvat; " € U™ et |-, ona p(tivat; 1) = p(t1)@(va)p(t; ). On pro-
céde de méme pour le membre de droite et 1'on obtient que (vau) = ¢(v)p(x)p(u).

3éme étape : Soit a € D et x € Q tels que nqzn,' € Q. On veut montrer que
p(naany') = p(na)o(@)e(ng).

On écrit * = vr_gtrqu avec t € T, x_o € U_q, o € Uy, v € H U_g,

pe@t\{a}
u € H Ug, ou ces deux derniers produits sont normalisés par n, car s, est

Be@t\{a}
représenté par n, et permute les racines de ®* \ {a} pour a racine simple.

Siz = u ou v, alors le résultat est vrai.

Sinon, par la 2éme étape, il suffit de le vérifier pour x = z_str, € G, et c’est
le cas car ¢|g, est un morphisme de groupes.

4éme étape : Pour n € N quelconque et x € Q tels que nzn~' € Q, on veut
montrer que p(nzn~1) = p(n)p(x)p(n=t).

Sin €T, c’est vrai.

Si n = n, pour un certain o € D, c’est vrail par la 3éme étape.

Sinon, on cherche un ouvert V;, de Q tel que Int(n)(V,,) C Q et v o Int(n)|y, =
Int(p(n)) o |y, . On procéde par récurrence en écrivant n comme un produit de ng,
pour o € D et d'un élément t € T. On suppose que alors qu’on a un n’ pour lequel
un tel Vs existe et que n = n'n, avec a € D. Posons V,, = QN Int(ng) "1 (Vy).
Ainsi, Int(n)(V;,) C Int(n’)(V,y) C Q.
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Si z € V,,, alors Int(n)(z) = Int(n') o Int(ny)(x). Comme Int(ny)(z) € V,r, on
a p(Int(n)(z)) = Int(p(na))(e(z)). D’ou le résultat.

5éme étape : Soit x, 2’ € Q, que l'on écrit x = vtu, 2’ = Vv't'u/ avec v, € U™,
t,t' € T, u,v' € U. On suppose de plus que zz' € Q. Comme Q = U~ QU, on a donc
également uv’ € Q. Au regard de ce qui précede, il suffit de montrer que p(uv’) =
o(u)p(v'). On considére la décomposition uv’ = ng* (noung ) (nev'ng *ng.

Par la lére étape, on a les égalités p(u) = ©(no) ‘p(noung)e(no)
et o) = (ng) tp(nev'ngp(ng). On a donc légalite ¢(u)p(v)) =
o(n0)V(mouny p(nov'ny e(no)

Par la 4éme étape, on a p(nouv'ng ') = ¢(no)p(uv’)p(ng ')

Comme noUnal = U~ et noU*na1 = U, par la 2éme étape, on a donc
p(nouv'ng ') = p(noungy H)p(novng ).
En combinant ces égalités, on obtient alors le résultat attendu. O

2.6.3 Lemme. Soit G et Go des groupes algébriques connexes. Soit U un ouvert
non vide de G1. Soit ¥ : U — Go morphisme de variétés tel que Vax,y € U zy €
U = (xy) = Y(x)Y(y). Alors 3 ' : G1 — G morphisme de groupes algébriques
prolongeant .

Démonstration. Notons py : G1 X G1 — G1 et po : Go X Ga — G2 les morphismes
de multiplication. Notons V = {(z,2') € Ux U, 22’ € U} = U xUNpu; *(U). Cest
un ouvert de G X G1. On sait que G; = U - U [Bor91l 1.3]. On veut alors prolonger
1 a l'ensemble des éléments de p1(V), et pour cela on veut montrer que pour tout
(w,2,9,2) € U* on a wz = yz = Y(w)p(x) = P(y)(z). Posons f = py x u1
et g = (u2 X p2) o (Y x ¥ x ¢ x ). Soit D1 = {(z,z), x € G1}, c’est un ferme
de G1 x G1. De méme Dy = {(y,y), y € G2} est un fermé de G2 x Ga. Notons
Oy = fYD1)NU* et Oy = f71(Dy)NU* Ce que I'on cherche & montrer se traduit
par l'inclusion O C Os.

fﬁl(Dl) — G1 X G1 X G1
w,T,Y,2) (w, z,y)
(w,2,y) = (w,z,y,y 'wzr). Comme Gy est irréductible, G$ lest donc f~1(Dy)
aussi par isomorphisme [Hum98, 1.3 Prop. A (b)]. Par construction, O; = f~(D1)N
U* est un ouvert de f~1(Dq), donc O est irréductible. En effet, si O; # f~1(Dy),
supposons par ’absurde qu’il s’écrive comme union de deux fermés propres FFNO1U
F'N Oy avec F, F’' fermés dans f~1(Dy), alors f~1(D1) est I'union de f~1(Dy)\
O1 qui est un fermé propre, et de (F U F’) qui est non vide. Donc F U F' =

On a un isomorphisme de variétés d’inverse

f~1(D1). Donc F ou F’ est f~1(D1), ce qui contredit la supposition. Comme O; est
irréductible, 'ouvert (V x V)NO; est dense dans O;. Soit (w, z,y, z) € (VxV)NOy,
on a wz = yz et Y(wz) = Y(w)p(z) et Byz) = Hy)(z). Donc Plwz) = P(y2).
Donc (w,z,y,2) € Oy. Comme (V x V)N Oy est dense dans O et comme O et
O sont des fermés de U4, on a O C Os.

On peut donc définir un morphisme v’ : G; — G5 de la maniére suivante : si
x € Gy s'écrit x = yz avec y, z € U, on pose ' (x) = ¥ (y)1(z). Cela ne dépend pas
du choix de y, z. Il reste & montrer que le morphisme de variétés )’ est multiplicatif.
Posons x(z,y) = ' (xy)y'(y) ¢ (x)~! pour tout z,y € G1. x : G1 x G1 — G est
un morphisme de variété qui vaut l’identité sur V', qui est ouvert donc dense dans
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G1 x G1. Donc x est trivial sur G7 x G tout entier. Donc ¢’ est un morphisme de
groupes algébriques. O

On applique ce lemme au morphisme ¢, aux groupes G et G’ et a 'ouvert Q
de G. L’application ¢|q s’étend de maniére unique en un morphisme de groupes
¢+ G — G'. De plus, pour toute racine o € @, les applications ¢ et ¢’ coincident
sur 'ouvert QN G, de G,. Donc ¢ et ¢’ sont égales sur chaque groupe G,. Comme
ces groupes engendrent G, on a nécessairement ¢ = ¢’ et donc 'application ¢ est
en fait un morphisme de groupes algébrique.

Ce morphisme est injectif par construction et on a ¢(U,) = U/, pour chaque
a € . Comme on dispose d’un isomorphisme de systémes de racines entre ®(G,T)
et ®(G',T"), 'image de ¢ contient les U, et T". Ces groupes engendrent G’, donc ¢
réalise un isomorphisme de groupes algébriques comme annoncé dans le théoréme

d’isomorphisme.
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3 Existence de k-tores maximaux et densité des points
rationnels des groupes réductifs

3.1 Eléments réguliers des algébres de Lie

Afin de répondre a des problémes de définition sur le corps de base, une solution
est de construire des objets comme centralisateurs d’éléments semi-simple du groupe
ou de l'algébre de Lie sous certaines action; la plus naturelle étant donnée par
automorphismes intérieurs et leurs dérivées (action adjointe).

3.1.1 Définition. Soit g l'algébre de Lie d’un groupe algébrique G. Soit X € g.
Considérant 'application linéaire ad X : g — g, on définit nil(X) comme étant la
multiplicité de la valeur propre 0 de ad X.

Pour toute sous-algebre de Lie h de g, on pose nil(h) = 1)1(1&} nil(X).

On dit que X est régulier si nil(X) = nil(g), singulier sinon.

Les éléments réguliers semi-simples seront les bons candidats, il s’agit d’en trou-
ver sur le corps de base.

3.1.2 Lemme (d’aprés [Bor91l, 18.1] ). Sik est infini et si b est une sous-algébre de
Lie propre de g, alors il existe un élément Y € g(k) qui est régqulier et semi-simple

et tel que 24(Y') Z b.

Démonstration. Soit n = dim G et e = (eq,...,ey,) une base de g(k). On définit
des coefficients cf’j € k par adei(ej) =), cf’jel. On a Mate(ad X) = (El ch;’i)
pour X = %", Xje.

Donc, det(ad X — T) = 7M@) (Py(X) + -+ + Py _pii() (X)T" "), ot les P,
sont des polynémes homogeénes en les X, a coefficients dans k.

Par définition, X € g est régulier si et seulement si Py(X) # 0, et un tel X
existe par définition de nil(g). En particulier, Py # 0 vu comme polyndéme dans
K[T]. Comme k est supposé infini, il existe donc X € g(k) tel que Py(X) # 0,
et donc X est régulier. On peut de plus imposer X ¢ b dés lors que b est une

1,J

sous-algébre de Lie propre de g.

On aad X5 = (ad X); et ad X;, = (ad X),, [Spr98| 4.4.20]. Par définition, X, et
X commutent et 0 est la seule valeur propre de X,,, donc X et X,, ont les mémes
valeurs propres avec les mémes multiplicités, donc nil(X) = nil(X;). De plus, on
sait que X, € g(k? ) [Bor91l 4.2 (5)].

Si p =0, alors k est parfait donc Y = X € g(k) est régulier et semi-simple.

Désormais, on suppose p > 0. Dans ce cas, g est une algébre de Lie restreinte
(ou p-algebre de Lie) en tant qu’algébre de Lie d'un groupe algébrique défini sur k
[Spr98| 4.4.3], c’est-a~dire qu’il existe une application [p] : g — g telle que :

VX €g ad [p](X) = (ad X)P

VXY eg [Pl(X +7Y) = [p](X) + [p(Y)

VX egVack [pl(aX)= Fy(a)lp](X)
On note aussi X! au lieu de [p](X) et ¥n € N* [p"] = [p]".

Il existe une puissance g de p telle que ad (X,,)? = 0. Ainsi, (X,)!9 = 0 (in-
jectivite de ad). Soit Y = X4, On a Y € g(k), car X € g(k). On sait aussi
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que Y est régulier car [p] ne change pas la multiplicité de la valeur propre 0 de
ad Y Il s’agit de montrer que Y est semi-simple. L’élément ad (X,9) = (ad X,)? =
((ad X),)4 € gl(g) est semi-simple, donc [Bor91l 4.3 (2)] X,l9 est semi-simple.
Y = (X, + X,)ld = X car X,l4 = 0, donc Y = (X)) = X9 est semi-simple.
Il reste & voir zg(Y') ¢ b. On sait que X et X, commutent, donc X et Y aussi,
donc X € z4(Y) permet de conclure car on a pris soin de choisir X hors de h. O

3.2 Existence de tores maximaux définis sur k

3.2.1 Théoréme (d’aprés [Bor91l 18.2 i], résultat di & Rosenlicht et Grothendieck).
Soit G un groupe algébrique conneze défini sur k. Alors G contient un tore maximal
qui est défini sur k.

Démonstration du théoréme. On distingue le cas des corps finis (donc parfaits) de
celui des corps infinis.

Cas des corps finis : Notons p = cark et ¢ = Cardk. On note F;, l'automor-

Fy k — k

T = T

phisme de corps € Gal(k/k) fixant k.

h:G*) G

g = (Fg-ghg™’
pour h € G définissant une action de G sur lui-méme par g-h = f;(g). Les images

Considérons les morphismes de groupes algébriques

Im f, = G - h sont des orbites. Calculons les différentielles de ces morphismes en
l'identité. Comme produit, on a VX € g d(fp)e(X) = =X - h + h - d(F,).(X) Or
d(Fy) = 0, donc d(fy)e est surjective, donc fj, est séparable donc dominant (ce
résultat est un théoréeme de Lang). En particulier, Im f; contient un ouvert non
vide Up de G [Bor91l AG 10.1 (2)|. Par homogénéité (en tant qu’orbite d'une
action), Im fj, est ouvert dans G. Pour cette action, on a montré que toutes les
orbites sont ouvertes, elles sont donc aussi fermées. En particulier, f. est surjective
par connexité.

Soit 7" un tore maximal, a priori défini sur k. On note T4 = F,-T, c’est aussi
un tore maximal de G. Les tores maximaux sont G-conjugués [Bor91l, 11.3 (1)]. Soit
g € G tel que T4 =9T. Soit h € G tel que fe(h™1) = g. Alors F,- h = Fohpld —
hT. Donc T est un tore maximal de G qui est F,-stable. Donc ce tore maximal est
défini sur k.

Cas des corps infinis : On procede par récurrence sur dim G.

Si G admet un tore maximal central (éventuellement trivial), alors G est nil-
potent [Bor91l 11.5 (3)]. Par [Ros57, Prop. 9 p. 37|, ce tore maximal est défini sur
k en tant que tore maximal d’un groupe connexe nilpotent.

On suppose désormais que G est non nilpotent, donc qu’il admet un tore maxi-
mal non trivial et non central. On cherche dans G un sous-groupe de dimension
strictement inférieure et défini sur k susceptible de contenir un tore maximal de G,
comme centralisateur d’un élément de ’algébre de Lie. On va trouver un tel élément
non central, quitte a travailler dans un groupe plus gros que G.

Si tous les éléments de g sont centraux, on s’appuie sur la proposition suivante
dont on reprend les notations par la suite [Bor91l, 17.8] :

18



3.2.2 Proposition (d’aprés [Bor91, 17.8]). Si G est un groupe algébrique connexe,
non nilpotent, tel que tout élément semi-simple de g est central, et si T est un tore
mazimal de G, alors il existe un k-groupe G’ tel que g’ contient des éléments semi-
simples non centrauz, et une k-isogénie purement inséparable ™ : G — G’ telle que
ker dm =t et pour tout tore mazimal T' de G', Imdr ®t = ¢'.

Sinon, si g admet un élément non central, on pose G' = G et ™ = idg.

Ainsi, g’ contient des éléments semi-simples non centraux. On a nil(g’) < dim g/,
car sinon g’ ne contiendrait que des éléments nilpotents. Soit Y € g’(k) un élément
régulier semi-simple, ce qui existe [3.1.2]. On a dim zy(Y) = dimkerad Y < nilY” <
dim g’. Donc Y n’est pas central.

On fait agir G sur g’ par g- X = Ad(w(g))(X). Soit Gy = Stabg(Y) = {
G, Ad(r(g))(Y) = Y}. On a 7(Gy) = ¢ € G, 7 1({g'}) # 0 et Ad(g')(Y
Y'}. Par surjectivité de 7, on a alors 7(Gy) = Z¢(Y).

Comme Y € ¢'(k) est semi-simple, par [Bor91, 9.1], on sait que Z5(Y) est

g€
) =

défini sur k. On sait également qu’il existe un tore maximal de G’, disons S, tel que
Y € Lie(S) = s [Bordl, 11.8].

Dans le cas ol m# = idq, on sait donc que Gy est défini sur k.
f: G — g

g = Ad(r(9)(Y)

On a Gy = f~1({Y}). De plus, ad (Y)(s) = 0, et comme dr.(g) est un supplé-
mentaire de s d’aprés la proposition [3.2.2], on a ad (Y)(g’) = ad (Y)(dm.(g)). On
aTyg =Y +ad(Y)(g') et dfe(X) =Y —ad (Y)(dne(X)). Donc df. est surjective.
Donc f est séparable et par [Bor91), 6.7], Gy est défini sur k.

Ainsi, (Gy)° est défini sur k£ comme composante neutre d'un tel groupe [Bor91)
1.2 (b)].

Ona S C Zx(Y) = 7(Gy), donc (Gy)° contient T' = 7~ 1(S)°. Comme 7 est
une isogénie, T est isomorphe a un sous-groupe de S donc, par caractérisation des

Dans le cas oil 7 est donné par la proposition [3.2.2], notons

groupes diagonalisables [Bor91l 8.4], T' est diagonalisable. De plus, il est connexe
par construction. Donc c’est un tore de G. L’image par m d’un tore maximal de G
contenant T est un tore de G’ contenant S, donc égal par maximalité de S. Ainsi,
T est un tore maximal de G.

Par conjugaison des tores maximaux [Bor91l, 11.3 (1)], les tores maximaux de
(Gy)° sont des tores maximaux de G. Si Gy = G, alors 7(Gy) = G = Z¢(Y),
ce qui est exclu car dim zy (YY) < dimg’. Donc dim(Gy)° = dim Gy < dimG. Par
récurrence sur la dimension, comme le groupe (Gy)° est connexe et défini sur k, il
contient un tore maximal T défini sur k, et T' est un tore maximal de G, d’ou le
résultat. O

Une conséquence immédiate est 1’existence de sous-groupes de Cartan définis sur
k puisque ces sous-groupes sont par définition les centralisateurs des tores maximaux
[Bor91l, 11.13] et que le centralisateur d’un tore défini sur k est lui-méme défini sur
k [Ros57, prop. 9 p37].
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3.3 Unirationalité et densité des points rationnels des groupes ré-
ductifs

3.3.1 Définition (rationalité et unirationalité sur k). Soit V une k-variété irré-
ductible représentée par k[V], et k(V') son corps des fractions.

On dit que V est rationnelle sur k si ’extension k(V')/k est purement transcen-
dante, c’est-a-dire qu’il existe une base de transcendance S de k(V') sur k telle que
E(V) = k(S).

On dit que V est unirationnelle sur k si k(1) est un sous-corps d'une extension
purement transcendante de k.

3.3.2 Lemme. Soit V1,...,V,, et V des k-variétés irréductibles. On suppose que
Vi, ..., Vin sont unirationnelles sur k et qu’il existe un k-morphisme dominant f :
Vix--xV, = V. Alors V est unirationnelle sur k.

Démonstration. Comme f est dominant, le comorphisme f* : k(V) — k(Vi X

- x V,,) est injectif et fait de k(V') une sous-extension de k(V; x --- x V). Pour
1 <4 < n, par unirationnalité de V;, on a une extension L;/k(V;) et une base de
transcendance S; telle que k(S;) = L;/k soit une extension purement transcendante.
Soit S = J,; Si, c’est une base de transcendance pour une extension L = k(S)/k
purement transcendante, dont k(Vj X - - - x V},) est une sous-extension, et donc aussi
kE(V). Ainsi, V est unirationnelle sur k. O

3.3.3 Lemme (d’aprés [Spr98| 13.2.6]). Soit V' une k-variété irréductible. On sup-
pose que k est infini et que V est unirationnelle sur k. Alors V (k) est dense dans

V.

Démonstration. On écrit la suite d’extensions k C k(V) C Ek(S) ou k(S)/k est
purement transcendante et S est une base de transcendance de k(S), et j : k(V) —
k(S) linjection canonique. Homy_q14(k[S],) = A™ pour un certain n. Il existe un
ouvert Zariski-dense U de A" et un morphisme dominant o : U — V [Bor91, AG
8.2]. Comme k est infini, A"(k) est dense dans A", donc U(k) est dense dans U,
donc V (k) = a(U(k)) est dense dans V. O

3.3.4 Théoréme. Soit G un groupe réductif connexe défini sur k supposé infini.
Alors G est unirationnel sur k et G(k) est dense dans G.

3.8.5 Remarque. Sil’on suppose & I'inverse que le corps k est fini, alors 'uniratio-
nalité demeure mais ne permet pas de conclure & la densité des points rationnels.

Démonstration. On procéde par récurrence sur dim G pour démontrer que G est
unirationnel sur k.

Si dimG = 0, alors G = {e} = Homy_q4(k,-) ot Uextension triviale k/k est
purement transcendante.

Si dimG = 1, alors ou bien G ~ G, = Homy_q4(k[T],-), ou bien
G ~ Gy = Homy_qq(k[T,T7Y,"), donc k(G) ~ k(T) est purement transcen-
dante sur k.
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Hérédité : Si G = T est un tore défini sur k, on va construire un k-groupe
diagonalisable 7" unirationnel sur k et une surjection 77 — T. On sait que T’
est muni d’une topologie de groupe profini qui le rend compact [Dou05) 5.9.2] et
I' agit continument sur N = X*(7) vu comme Z-module de type fini. Donc il
existe un sous-groupe U ouvert distingué de I' = Gal(ks/k) qui agit trivialement
sur X*(T). Soit I = T'/U, c’est donc un groupe fini et X*(7T') est un I'-module,
donc une Z-représentation libre de rang fini de I". On considére un Z[I"]-module
bidual de N, a savoir M = Homy,_0d(Homz_oa( N, Z[I']), Z[I"]). Cest un Z[I"]-
Qo - N — M

noe (e f()
monomorphisme. Pour tout Z-module P, et tous f,g € Homy_,,04(P,N), on a
pour tout p € P ag o f(p) = ap o g(p). Donc Vh € Homy_,0q(N, Z[I]) h o f(p) =
hog(p), Ce qui impose f(p) = g(p). Donc ap est un monomorphisme. o admet

module. On pose . On veut g’assurer qu’il s’agit d’un

alors un dual a qui est un épimorphisme o : T — T ou T” est un k-groupe
diagonalisable tel que X*(T’) = M donné par ’équivalence de catégories .
Son comorphisme o* : k(T) — k(T') est injectif. 11 reste & voir que lextension
E(T")/k est purement transcendante, autrement dit que 7" est rationnel sur k. On
pose A = K[M], de sorte que T" = Hompg_q4(4,-). Ar = ks[M]' est une k-
structure pour A. Pour toute k-algébre R, on définit une action de I' sur kq (%) R

par Vv € I'Va € k,Vr € Ry - (a®7r) = v(a) ® r. On a alors ((ks ® R))Y =
(L ® R)* ot L = ksU/k est une extension finie. 7'(R) = Homg _ay(A, K ® R) =
Homk_alg(Ak, R) = Homks_alg(ks ® Ap, ks ® R)F = HomZ_mod(M, (ks ® R)X)F =
(ks ® R))V = (L ® R)* = Gy 1.(R) Comme T = G,, 1, est k-rationnel [Bor91]
1.6 (9)], on peut alors conclure que T est unirationnel sur k.

Si G n’est pas un tore, alors on peut reprendre les notations de la démonstration
du théoréme . On note H le plus petit sous-groupe fermé de G contenant les

((GY)O)Yeg(k:),Y régulier et semi-simple" On a déja vu que les (GY)O
et que dim(Gy)° < dimG. On sait que G = 7(G) est réductif comme image

sont définis sur k

d’un groupe réductif par une isogénie donc 7(Gy) = Z¢(Y)° est réductif [Bor9ll
13.19]. Donc Gy est réductif, et a fortiori, (Gy)° ’est aussi. Ainsi, par hypotheése
de récurrence, les (Gy)° sont unirationnels sur k.

On va montrer que H = G. Supposons par 'absurde H # G. On a dim H <
dim G. Notons H' = w(H). Les isogénies préservant la dimension, on a dim H' =
dim H < dim G = dim G’, donc b’ = Lie(H’) est une sous-algebre de Lie propre de
g. Soit Y donné par le lemme [3.1.2]. On sait que zy(Y) = Lie(Z¢ (Y)°) [Bor91,
9.1]. Donc (Gy)° ¢ H, ce qui contredit la définition de H.

En utilisant [Bor91, 2.2|, on trouve un ensemble fini (Y;)i<i<m tel que G est
engendré par les (Gy,°);. En particulier, on a un k-morphisme surjectif f : Gy,° x
-+ X Gy,,° — G Par le lemme [3.3.2], on sait alors que G est unirationnel sur k.
D’ou le résultat d’unirationalité.

On peut alors conclure, en utilisant le lemme , que G(k) est dense dans
G. O
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4 Groupes réductifs, déploiement

4.1 Deéfinition et énoncés

4.1.1 Définition. Soit G un groupe algébrique connexe réductif défini sur k. On

dit que G est déployé sur k s’il existe un tore maximal T" de G qui est k-déployé

ainsi que des isomorphismes ¢, : G, — U, définis sur k pour tout a € ®(G,T).
Le couple (T (¢a)aca(c,)) est appelé une donnée de déploiement pour G.

4.1.2 Théoréme (|[Bor91l 18.7]). Soit G un groupe algébrique connexe réductif. Si
G admet un tore mazimal T qui est k-déployé. Alors G est déployé sur k.

4.1.3 Corollaire. Soit G un groupe algébrique conneze réductif. Alors G est déployé
sur une extension finie séparable de k.

Démonstation du corollaire. Si G est connexe réductif, alors par [3.2.1], G admet
un tore maximal T qui est défini sur k. Or T se déploie sur une extension finie

séparable disons L/k [Bor91) 8.11]. Donc G se déploie sur L d’aprés le théoréme
[4.1.2]. O

4.2 Démonstration du théoréme de déploiement des groupes ré-
ductifs connexes

Il s’agit en fait de montrer qu’un tore maximal qui est k-déployé fait partie
d’une donnée de déploiement pour G. Les racines « étant alors imposés par le choix
de T, les U, le sont aussi par le théoréme Il s’agit uniquement de montrer
que les U, sont définis sur k pour chaque o € ®(G,T) et d’exhiber une famille
d’isomorphismes définis sur k correspondante.

Premiére étape : on se raméne au cas d’un groupe réductif de rang semi-simple

égal a 1.

Soit a € ®(G, T). Soit T = (ker )° < T'. C’est un sous-tore de T' de codimen-
sion 1 [Bor91l 13.2], déployé sur k car T l'est [Bor91l Cor. 8.4].

On considére G, = Z5(T,) qui est un groupe réductif de rang semi-simple 1
[Bor91l, 13.18]. On choisit de considérer deux sous-groupes de Borel opposés par
rapport & T qui sont B =T -Uy et B_o =T -U_,, de ce groupe G,. D’une part,
G, vérifie les hypothéses du théoréme et, d’autre part, si tous les G,, sont déployés
sur k alors G lest aussi car il suffit de vérifier que les U, sont définis sur k et
k-isomorphes & G,. On travaille désormais dans G = G,,.

Deuxiéme étape : les B, sont k-fermés.

On sait par [Bor91l 13.18] que Lie(Gy) = t D go D g—a, que b, := Lie(B,) =
t D ga, et que b_, :=Lie(B_,) =t® g_q.

On sait que lalgébre de Lie t = Lie(T") est définie sur k car T Dest.

On veut montrer que les g, sont définis sur k. Comme G est défini sur k,

son algébre de Lie g l'est aussi et on a une action de I'" sur g. La racine o vue
comme morphisme T" — Gy, est un k-morphisme de k-groupes algébriques car T
est k-déployé, donc est aussi définie sur ks. Ainsi, pour tout t € T'(ks), 'équa-
tion Ad(t)(X) = a(t)X est a coefficients dans ks. Comme T'(ks) est dense dans
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T |Bor91l, AG 13.3], go est défini sur ks. On veut alors vérifier que g, est I'-
stable. Soit X € g,. Par définition, pour tout ¢ € T, on a Ad(¢)(X) = a(t)X.
Comme Ad et « sont définis sur k, ces morphismes sont I'-équivariants. Ainsi, pour
tout t € T, v L(Ad(v(¥)))(X) = v L(a(y(t)))(X). Par semi-linéarité, on a alors
Y HAA(y(#)(7(X))) = v Ha(y(t)y(X)). En composant par «y, on a finalement
Ad(y(1)(v(X)) = a(y(t))y(X), et ce pour tout t € T, ou T est I'-stable. Donc
v(X) € go quel que soit v € I'. Comme g, est définie sur kg et est I'-stable, par
[Bor91l, AG 14.4], g, est définie sur k. Par conséquent, les algébres de Lie b, et b_,
sont aussi définies sur k.
Par [Bor91l, 14.1 Cor.2], on a B, = Ng(ba) et B_, = Ng(b_s).

On utilise alors le lemme suivant pour conclure

4.2.1 Lemme (issu de [Bor91l 1.7]). Soit G un k-groupe, V une k-variété et o :
G xV =V une action de G sur V définie sur k. Si W est une partie k-fermée de
V, et X une partie quelconque de V', alors Trang (X, W) est k-fermé. En particulier
Ne(W) est k-fermé.

Démonstration.
Rappelons que Trang(X,V) = {9eG,g-XCV}
e

: \%
a: G = . C’est un morphisme défini sur k car ’action
g — gz
Pest, donc a; 1(W) = Trang({z}, V) est k-ferme.
Donc m o, H(W) = Trang (X, W) est k-fermé.
zeX
En particulier, prenant X = W, on a Trang(W, W) = Ng(W) qui est donc k-

fermé. O

Soit z € V (k) et

On applique le lemme pour V = g et W = b, (resp. b_,) pour finir la deuxiéme
étape.
Troisiéme étape : les B, sont définis sur k

Si k est parfait, les notions « étre k-fermé » et « étre défini sur k£ » coincident
[Hum98| 34.1]. On suppose désormais que k est un corps imparfait, donc infini de
caractéristique positive. Pour la démonstration de cette étape, on distingue les cas
suivant que t est central ou non.

Considérons le cas ol t n’est pas central dans g. Sous cette hypothése, on a
nécessairement [t, go| # 0 ou [t, g_o] # 0. Quitte & échanger les roles de a et —cv, on
peut supposer [t,g_o] # 0. Comme [t,g_o] C g_o et que g_, est de dimension 1,
on a [t,g_q] = g—a. En écrivant action de t sur g, on a donc aussi [t, go] = go. On
constate que ng(by) = b,. En effet, si X € ng(by) s’écrit X = Xo+ X+ X_q, avec
Xo€et, Xy €gqet X €g_q. alors X_ =0 car sinon, on aurait [t, X_,] = g_q
et donc [by, X] ¢ by, ce qui contredit X € ng(by). On applique alors le :

4.2.2 Lemme ([Bor91l 18.5]). Soit G un groupe algébrique connexe réductif. Soit
H < G un sous-groupe fermé. On note g = Lie(G) et h = Lie(H).

Si by est définie sur k et si h = ng(h), alors on a les résultats suivants :

-~ Ng(h) est défini sur k ;

~ H < Ng(b) est un sous-groupe d’indice fini;
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— H° est défini sur k.

Démonstration. Posons N = Ng(h) D H. On a Lie(N) D Lie(H) et Lie(N) C
ng(h). Donc, par hypothése, Lie(N) = h. Donc N et H ont méme dimension.
Comme H C N, on a I’égalité N° = H®, et H est d’indice fini dans N.

On veut réaliser N comme un stabilisateur d'un vecteur dans une représenta-
tion bien choisie. Soit d = dimb, soit E = A%g et 7 = AAd : G — GL(E).
On note D = A% la droite représentant b dans E. On a N = Stabg(D). En effet,
N C Stabg (D) est clair. Pour montrer l’autre inclusion, considérons g € Stabg(D).
Il existe une base (e1,...,e,) de g telle que (e1,...,eq) est une base de b et
(em+1,---s€meq) base de Ad(g)(h). On a donc D =key A--- Aeg;

D = 7(9)(D) = A*Ad(g)(6) = kemi1 A+ A e
Donc m = 1, et ainsi g € Ng(h).

On montre de méme que Lie(N) = Stabg(D).

f: G - G-DCPE)
g = g-D=n(g)(D)"

b est définie sur k donc D = A% b Vest. G est défini sur k donc [Bor91], 3.13] Ad

I’est. Donc m, puis f sont définies sur k elles aussi.

Soit

Montrons que f est séparable.
Le noyau de sa différentielle en Didentité kerd, f = {X € g, A%ad(X)(D) = D} =
Stabg (D) = Lie(V) est de dimension d, donc I'image de d. f est de dimension dim g—
d. On sait que dimTpP(F) = dim E = dimg — d. Pour des raisons de dimension,
df est surjective. Par [Bor91l, AG 17.3|, f est séparable car sa différentielle en un
point est surjective.

En appliquant [Bor91l, 6.7], on obtient que Stabg(D) = N est défini sur k. Par
[Bor91l 1.2 (b)], H® = N° est défini sur k car N lest. O

On conclut donc que B, est défini sur k dans le cas ou t est non central dans g.

Cas ou t est central dans g :

On reprend les notations de la proposition [3.2.2].

On pose T = w(T), B' = n(B,) et B_. = m(B_4). En appliquant [Bor91), 11.14]
au morphisme 7 surjectif, on remarque que 7" est un tore maximal de G’ et que B’
et B” sont deux sous-groupes de Borel de G’ contenant T”, oppposés par rapport
a T'. D’apres [Bor91l, 8.4], 77 est défini sur k en tant qu’image d’un tore k-déployée
par un morphisme défini sur k. L’hypothése sur g’ permet de se ramener au cas ou
t' n’est pas central dans g’ et, en appliquant le cas précédent, on obtient que B’
est défini sur k. De plus, le quotient G’/ B’ existe et est défini sur & ; la projection
canonique o : G' — G'/B’ est définie sur k et surjective [Bor91l 15.7].

On pose T = com: G — G'/B, définie sur k. On note V = G'/B' et x =
e- B’ € V. On aune action de G sur V par g-v = 7(g)v, et 7(g) = g - x. Vérifions
que T est séparable :
Stabg(z) ={g € G, n(9)B’' = B'} = 7~ Y(B’) = B,.
X € kerdr < dn(X) € kerdo = b’ < X € b, = Lie(Stabg(z)).
En appliquant [Bor91l 6.7], on obtient alors que B, est défini sur k. Il en est de
méme pour B_,.
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Quatriéme étape : U, est défini sur k.
En effet, [Ba, Ba] = Uy est défini sur k comme groupe dérivé [Bor91l 2.3].
Cinquiéme étape : U, est k-isomorphe a G,

Si t n’est pas central dans g, on pose G' = G et 7 = id. Sinon, on se donne
& nouveau l'isogénie de la proposition . Considérons quel que soit le cas la
restriction 7 : U, — w(Uy). C’est un k-morphisme surjectif. Dans le premier cas,
on a kerdm = 0. Dans le second cas, on a kerdm = tN g, = 0. Donc 7 est un
k-isomorphisme.

Il reste & montrer que 7(Uy,) est k-isomorphe a G, et il suffit de le voir lorsque
t n’est pas central dans g quitte & composer par .

Si k est parfait, sachant que U, et G, sont isomorphes, la remarque [Bor91]
10.9] assure qu’il existe un tel isomorphisme défini sur k7~ = k.

On suppose k infini. Il existe donc Y € t(k) tel que dea(Y) # 0 car c’est une
équation linéaire a coefficients dans k. On a z,(Y) ={Z € g, [Z,Y] =0} = tcar
g=1tDgn D g_qn et t n'est pas central dans g. Y est semi-simple, donc par [Bor91]
9.1], on sait que Z¢(Y) est défini sur k et que Lie(Z4(Y)) = t.

On sait que T' C Z¢(Y) et que Z5(Y)° est un tore contenant 7" tore maximal,
on a donc Z¢(Y)° = T'. Par [Bor91) 10.6], on a l'isomorphisme de variétés B, =
T x Uy (produit semi-direct). De plus, le choix de Y donne Zy, (Y) = {e}. Donc
Zp(Y)=BnNZg(Y)=T.

I ({j : Adu(g}f) vy On a f(u) = f(v) & f(v™'u) = 0. De plus,
si f(u) =0, alors u € Zy (YY) = Uy, N Zp(Y) = {e}. Donc l'application f est
injective.

On se donne maintenant X € g, (k) \ {0} et on définit 'application 6 : U, — G,
telle que Adu(Y) = Y + 60(u)X (ie. O(u)X = f(u)). 6 est un k-morphisme de
groupes, injectif car f l'est, donc nécessairement bijectif.

d0(X) = —[Y,X] = —a(Y)X # 0. Donc df est surjectif car Lie(G,) est de
dimension 1, donc 0 est séparable. Ainsi, 6 réalise le k-isomorphisme souhaité, a

Soit

savoir celui noté 5;1, entre U, et G,.
Conclusion : On a trouvé des k-isomorphismes ¢, : G, — U, pour toute racine

a € ®(G,T). L’unicité de tels isomorphismes & une constante prés [Spr98] 7.3.3 (i)]
assure que (7, (¢)o) constitue une donnée de déploiement pour le groupe G.
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5 Conjugaison des k-sous-groupes paraboliques mini-
maux et des tores k-déployés maximaux par les points
rationnels

Dans toute cette partie, G désigne un groupe connexe réductif et I' = Gal(ks/k).

5.1 Points rationnels des sous-groupes paraboliques

On se pose ici essentiellement des questions de corps de définition.

5.1.1 Lemme ([Bor91) 20.3|). Si T est un tore mazimal de G défini sur k, si H
est un sous-groupe fermé connexe de G normalisé par T, alors sont équivalents :

(i) H est défini sur k.
(i) H est k-fermé.
(ili) (HNT)° est k-fermé et ®(H,T) est T'-invariant.

Démonstration. (i) = (ii) est clair.

(ii) = (iii) : (H NT)° est k-fermé comme composante neutre d'une intersection
de k-fermés. Soit o € ®(H,T) et v € I, alors v- o € X*(T). Soit X € b, \ {0}
et Y = v - X. Alors pour tout t € T, on a Ad(#)(Y) = y(Ad(y~! - )(X)) =
Y(a(y 1) X) = (v a)(t)Y. Donc Y € hy.o. Donc v -« € ®(H,T).

(iii) = (i) : On rappelle que H est engendré par (H NT)° et les U,, pour
a € ®(H,T) [Bor91l, 13.20]. Travaillons tout d’abord sur k.

On sait que T est déployé sur ks [Bor91) 8.11]. Donc d’une part, les U, sont
deéfinis sur kg [Théoréeme.1.2|, et d’autre part TN H est ks-déployé en tant que tore
[Bor91l, 8.11|, donc (7'M H)® est défini sur ks en tant que composante irréductible
d'un tel groupe [Bor91l 1.2 (b)].

Observons U'invariance sous I'. Comme par hypothése ®(H,T) est I'-stable, de
par leur unicité, les U, (ks), pour a parcourant ®(H,T) sont permutés par I'. Le
tore (T'N H)°(ks) est T-stable car il est défini sur ks. Les Uy (ks) et (T'N H)°(ks)
engendrent un sous-groupe dense et I'-stable de H, donc par [Bor91, AG 14.4|, H
est défini sur k. O]

5.1.2 Proposition ([Bor91l 20.5] et [Tit65, 3.14]). Soit P un sous-groupe parabo-
ligue de G défini sur k. Alors
1. R(P) et Ry(P) sont définis sur k.

2. Les k-sous-groupes de Levi de P sont exactement les Zg(S) ot S est un tore

mazimal de R(P) défini sur k.
3. Deux k-sous-groupes de Levi de P sont R(P)(k) conjugués.

4. Soit L un k-sous-groupe de Levi de P. Alors 'unique sous-groupe parabolique
P~ opposé & P contenant L est défini sur k.

5. La projection canonique ™ : G — G/P définit un morphisme de k-variétés

surjectif sur k : m, : G(k) - (G/P)(k).
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Démonstration. Comme P est un sous-groupe parabolique, il est connexe [Bor91l
11.16|. Donc |Théoréme P contient un tore maximal 7" qui est défini sur k.
En fait, T est un tore maximal de G. (Oubliant le corps de base, T est inclus dans
un sous-groupe de Borel qui est inclus dans P [Bor91) 11.3 et 11.2]).

1. R(P) est k-fermé, donc par [Bor91l, 4.5] R, (P) 'est aussi. Ces groupes sont
normalisés par T. Par le lemme [5.1.1] (ii) = (i)], on sait alors que R(P) et
Ry (P) sont définis sur k.

2. D’aprés [Tit65 3.13] P admet une décomposition de Levi, notons-la P =
L -R,(P), choisie de telle sorte que L soit défini sur k. On peut choisir T tel
qu’il soit en fait un tore maximal de L. On a R(P) = Z7 - Ry(P). En effet,
si x € R(P) s’écrit = lu avec | € L et u € Ry (P), alors | = zu~! € R(P)

71l/—1 -1

distingué dans P, donc en particulier pour tout I’ € L, l'zu = xu

Donc | € Z;,. Comme R(H) est connexe, on a alors [ € Z7.

On veut montrer que L = Zp(Z7).

L’inclusion L C Zp(Z7) est immédiate par définition.

Le groupe Zp(Z7) N Ry (P) est normalisé par T donc c’est le produit des
Uq, pour o € (G, T) qu'’il contient [Tit65, 2.3]. Donc [Tit65, 3.6] Zp(Z7) N
Ru(P) = {e}. Pour des raisons de dimension, on a donc I'égalité.

On sait que les sous-groupes de Levi de P sont les centralisateurs des tores
maximaux de R(P) [Bor91, 14.19]. Donc Z7 est un tore maximal de R(P)
défini sur k. Et réciproquement, si S est un tore maximal de R(P) défini sur
k. Alors assure que Zg(5) est k-fermé. De plus ce groupe est connexe
(rigidité des tores [Bor91l, 8.10]) et fermé dans G. Donc par le lemme [5.1.1],
Za(S) est défini sur k.

3. Soit Ly = Zg(S1) = L le k-sous-groupe de Levi précédemment choisi et
Ly = Z5(S2) un autre k-sous-groupes de Levi de P, ou S; et Sy sont des
tores maximaux de R(P) définis sur k. On a vu précédemment que S; = Z7,

et Sy = Z7 . 51 et Sz sont conjugués par un unique élément de Ry, (P) [Bor91)

11.23 (ii)|. On cherche & montrer qu’ils le sont en fait par un élément rationnel,

c’est-a-dire dans R, (P)(k).

Dans une certaine extension séparable k' de k, le tore maximal T est k'-

déployé, et donc fait partie d’'une donnée de déploiement de G sur k' [théoréme

119

Le groupe R, (P) est normalisé par 7. En appliquant [Tit65, 2.10] & V =
Ru(P) et au tore T' défini sur k, on obtient lexistence d’un élément v €
T - V(k) pour lequel Sy est un sous-tore de 7' Comme T est inclus dans
R(P)N L = Zrpy(27) qui est égal & Z7 = S1, on obtient que ”Sz est un
sous-tore de S;. Ces tores sont donc égaux car ils sont choisis maximaux.

Par conséquent, YLo = L.

4. L’existence et I'unicité du groupe parabolique, noté P~, opposé a P ayant
L pour sous-groupe de Levi commun est admise [Bor91, 14.20 (i)]. L’enjeu
est de montrer que celui-ci est défini sur k. On peut mettre sur ®(G,T) un
ordre tel que P soit le sous-groupe parabolique standard Py et P~ = P
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pour une partie I C D, ot D est une base de ®(G,T') pour cet ordre. On a
également L = Z¢(T7). Le lemme s’applique aux groupes définis sur
k suivants : G, P et L = Zg(T7). Ainsi, les systémes de racines ®(G,T),
O(P,T)=®(G,T)" U[I] et (L, T) = [I] sont I'-stables (notations définies
en [1.4]). Donc —®(I)" = ®(G,T)\ ®(P,T) et ®(P~,T) = [[JU—®(G,T)*
sont I'-stables. Donc le lemme s’applique & P~ sous-groupe connexe
fermé de G normalisé par T. Donc P~ est défini sur k.

5. On distingue le cas des corps finis de celui des corps infinis.

Si k est un corps fini & ¢ éléments, soit € (G/P)(k) et V = 7w !(x). Alors V
est une k-variété munie d’une k-action transitive de P par translation a droite.
Soit y € V, on a alors Fy(y) € V donc il existe g € P tel que y = F,(y)g.
Or (théoréme de Lang vu précédemment dans la démonstration de , il
existe h € G tel que g = F,(h)h~t. Donc yh = F,(yh). Donc yh € V (k) est
un antécédent de x pour .

On suppose désormais que k est infini. Par , il existe un k-sous-groupe
parabolique opposé a P, considérons P~ un tel sous-groupe. Par ,
Ru(P7) est défini sur k& . Alors par [Bor91, 14.21 (iii)], = induit un iso-
morphisme de k-variétés R, (P~) — U ou U = P~ - P/P est un ouvert
(non vide) de G/P défini sur k en tant que quotient de tels groupes. Donc
7k : Ru(P7) (k) — U(k) est surjective.

Soit Q = U gU. C’est un ouvert de G/P qui est G(k)-invariant. De plus,

geG(k)
Q(k) C m(G(k)). Soit F le complémentaire de €2 dans G/P. F est aussi G(k)-

invariant. Comme k est infini et G connexe réductif, G(k) est Zariski-dense
dans G par le théoréme [3.3.4). Donc F = G(k)-F = G- F car F est fermé. Si
F était non vide, alors on aurait G - F' = G, ce qui est exclu. Donc = G/P.
D’ou le résultat.

O

5.2 Théorémes de conjugaison

5.2.1 Théoréme. Les k-sous-groupes paraboliques minimauz de G sont conjugués
par des éléments de G(k).

Démonstration. On distingue le cas des corps finis de celui des corps infinis.

Si k est fini, alors [Bor91l 16.6] G admet des sous-groupes de Borel définis sur
k et ils sont G(k)-conjugués. Donc les k-sous-groupes paraboliques minimaux sont
des sous-groupes de Borel de G et sont donc G(k)-conjugués.

On suppose k infini. Soit P et @@ deux sous-groupes paraboliques minimaux. Par
[Bor91l, 20.8], M (P,Q) = {g € G, 9P et Q contiennent des sous-groupes de Borel opposés}
est un ouvert dense de G (on montre que cet ensemble contient un trans-
laté d'une grosse cellule, donc un ouvert de G). Comme G est réductif et
k est infini, par unirationalité [3.3.4], G(k) est Zariski-dense. Ainsi, il existe
g€ Gk)NM(P,P)NM(Q, P) car c’est une intersection finie d’ouverts denses avec
une partie dense et non vide. Les groupes 9P et P contiennent des sous-groupes de
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Borel opposés par définition, donc [Bor91l, 20.7 (ii)| et [Bor91l, 14.20], L1 =9P NP
est un sous-groupe de Levi commun & ces deux sous-groupes. De meéme, on a
Ly = 9Q N P sous-groupe de Levi commun a 9Q) et P. Par [Bor91l 20.7 (i)], L1
et Lo sont définis sur k. Comme L; et Ly sont deux k-sous-groupes de Levi de
P, ils sont conjugués par un élément x € R, (P)(k) [5.1.2|[3)], disons Ly = *Ls.
Alors L1 = "Q N*P = %@ N P. Par unicité du sous-groupe parabolique opposé
contenant un sous-groupe de Levi donné [Bor91l 14.21 (i)], on a *9Q) = 9P. Donc
P et Q sont conjugués par g~ 'zg € G(k). O

5.2.2 Théoréme. Les tores k-déployés mazimaur de G sont conjugués par des

éléments de G(k).

Démonstration. Soit S et S’ deux tores k-déployés maximaux. Soit L = Z5(S) et
L' = Z5(5"). Par [Bor91), 20.4], L et L’ sont des sous-groupes de Levi de groupes
paraboliques dans G notés respectivement P et P’. On peut supposer que P et
P’ sont propres. En effet, si P = G, alors S est central donc S C S’ et maximal
donc S = S et le résultat est vrai. Par [Bor91l 20.6], comme S et S” sont des
tores k-déployé maximaux de G, les k-sous-groupes paraboliques correspondant P
et P’ sont donc minimaux. Par [5.2.1], il existe g € G(k) tel que 9P = P. Soit
S" =95'. Le centre de Z¢(S) admet un unique plus grand sous-tore k-déployé (par
commutativité) ; il s’agit de S car celui-ci est supposé maximal. Or, S” est aussi un
sous-tore k-déployé maximal de CZ4(S). Par unicite, S = S” =95". O
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6 Un systéme de Tits des groupes réductifs isotropes

6.1 Enoncé du théoréme

6.1.1 Définition. On dit qu'un groupe réductif est isotrope s’il admet un tore
k-déployé maximal non trivial, et qu’il est anisotrope dans le cas contraire.

On va donner une démonstration du théoréme suivant.

6.1.2 Théoréme ([Bor91l 21.15]). Soit G un groupe réductif isotrope et S un tore k-
déployé mazimal de G. Soit P un k-sous-groupe parabolique minimal de G contenant
Z6(8S). Soit N = Ng(S). On note U = R, (P).

(1) On a G(k) =U(k)-N(k)-U(k) = |_| P(k)-w- P(k).

werW

(2) On définit R = {sq, a € A} et k76'k: (G(k),P(k),N(k),R) (ot A est
une base d’un systéme de racines décrit par la suite). Alors ;T est un systéme de
Tits.

6.2 k-racines et groupe de Weyl relatif

6.2.1 Définition. On appelle k-racines, et on note ;®, l'ensemble ®(G,S) C
X*(9).
On appelle groupe de Weyl relatif a k de G le quotient ;W = Ng(S)/Zc(S).

6.2.2 Remarque. 1 ® est un systéme de racines, mais n’est pas réduit en général car
S n’est pas nécessairement un tore maximal de G. Etant donné une partie 1) C ,®,
on note g = {a € Y, %04 ¢ 1} ses racines non divisibles. Ce systéme de racines est
unique & isomorphisme prés car les tores k-déployé maximaux de G sont conjugués
[théoreme [5.2.2], [Tit65], 5.1].

Soit T un tore maximal de G contenant S. On peut définir j : X*(T') — X™*(5)
’lhomomorphisme restriction. Si on munit ® = ®(G,T') et P d’ordres (en tant que
systemes de racines), alors on dit que ces ordres sont compatibles si ;&1 C j(®) C
x®* U {0}. Etant donné un ordre sur ;®, il existe toujours un ordre qui lui est
compatible sur ®. Etant donné des bases ;D et D de ,® et ® respectivement, on a
toujours 1D C j(D) C pDU{0} [Bor91l 21.8]. On dit que D est une k-base de ,®.

Le R-espace vectoriel X*(S) ®z R peut étre muni d’un produit scalaire W -
invariant [Tit65, 5.1]. Pour un tel produit scalaire, le groupe W vu comme groupe
d’automorphismes de X*(S) ®z R est engendré par les symétries par rapport aux
hyperplans annulant une k-racine. On peut se restreindre aux réflexions induites
par une k-base pour engendrer W [Tit65), 5.3|.

6.2.3 Proposition-définition ([Bor91, 21.9]). (i) Soit « une k-racine. Alors il
existe un unique k-sous groupe unipotent connexe fermé de GG normalisé par
Z(S) ayant pour algebre de Lie g(,) = @ gey(a) 88 00 n(a) = i) N ®.

(ii) Soit ¢ une partie fermée de ,®. Tl existe un unique k-sous-groupe unipotent
connexe fermé de G normalisé par Z5(S) ayant @aew 9(a) Pour algebre de
Lie. C’est I’ensemble des produits, pour un ordre arbitraire fixé, d’éléments
pris respectivement dans les groupes U,y pour a € ¢pg.
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6.3 Utilisation des k-sous-groupes paraboliques standard

On fixe P un k-sous-groupe parabolique minimal contenant Z;(.S) comme sous-
groupe de Levi. On note P~ k-sous-groupe parabolique opposé & P contenant
Z¢(S). On note U = Ry(P) et U™ = Ry(P7). Il existe un ordre sur P tel
que U est engendré par les U(,), pour a € k@:d et U™ est engendré par les Uy,
pour a € —;® " [Bor9ll, 21.11].

Pour toute partie I C D, par [Bor91, 21.9 (ii)] Z¢(Sr) est engendré par Zg(S)
et les Uq) pour a € [I]. Le produit semi-direct . Pr = Z¢(S1) - Uy(r est un k-sous-
groupe parabolique de G et c’en est une décomposition de Levi sur k.

6.4 Décomposition de Bruhat

Soit w € ,W. On pose @, = {a € 1, @1, wl(a) € ) @T} et @), = {a €
K@ w i (a) € —x®T}. Ce sont des parties fermées de ,®T et ;O = P, U
k®.,. Par [Bor91l, 21.9 (ii)], on a des k-sous-groupes unipotents connexes fermeés

normalisés par Zg(S) uniquement déterminés, notés Uy, = Uys, et Uy, = Uar ,
d’algébres de Lie respectives @ 9(a) €t @ 9(a)- De plus, Uy, = H Ula) €t
CXEkq)w QEkCDLJ aek(bw

Ul = H Uw)-

Otekq)fw
OnaU = Uy -Ul,, *Uy, C U et “Ul, € U~. Donc Uy C UNYU et Uly € UNYU~.

6.4.1 Lemme. Pour tous n,n’ € Ng(S), notant w=nS € ;W, on a :
(1) U -n-U est une variété lisse localement fermé dans G.
(2) L’application produit ¢ : U, x {n} x U — U -n-U est un isomorphisme de
variéteés.
(3) Sin est un point rationnel (i.e. n € Ng(S)(k)) alors ¢ est définie sur k.
(4)U-n-U=U-n-Usn=n

Démonstration. On considére 'action naturelle de U x U sur G par translation &
gauche et a droite.

(1) U - n - U est une orbite de cette action, donc [Bor91) 1.8] assure que c’est
une variété lisse, ouverte dans son adhérence (i.e. localement fermeée).

(2)OnaU-n-U=U,,-Uyn-U. Comme *U,, CU,onadoncU-n-U=U] -nU.
Soit gg U™ xU — U™ - U l'application produit. C’est un isomorphisme de variétés
car U" NU = {e} et Lie(U~) NLie(U) = {0}.

WU, C U~ est fermé par définition, donc gg se restreint en un isomorphisme de
variété {n 1} x Ul x {n} xU = n=1-U!,-n-U=n"1-U-n-U. En composant par
une translation par n & gauche, on obtient que ¢ est un isomorphisme de variétés.

(3) Dapres [6.1.2)[1], U et U~ sont définis sur k. Si de plus n € Ng(S)(k), alors
¢ est défini sur k.

(4) Montrons que Ng(S)NU~ - U = {e}. Soit n € Ng(S)NU~ - U. On écrit

-1 1.-1

n=wvuavecv € U™ et u € U. Soit v1 = v~ (nsn Hv(nsn=1)~1 ny = nsn=1s

et u; = sus 'u~!. Comme U~ et U sont normalisés par S et n € Ng(S), on a

meU,n€Setu €U.
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On a par [Bor91l 20.6] que P = Z5(S) - U. On a par [Bor91l, 14.21 (iii)] que
lapplication produit : U~ x P — P~ - P = U™ - 2Z¢(S) - U est un isomorphisme
de variétés. Donc v1 = 1 = ny = uy. Donc v,n,u € Z(S). Comme U™ N Z5(5) =
{e} =UNZ25(S),onav=1=uwu.Doncn=1.

On a Ng(S)NU~-U = {1} donc Ng(S)NU),-n-U = {n} donc Ng(S)NU-n-U =
{n}. D’ou le résultat.

O

On peut désormais montrer ’assertion (1) du théoréme.

Démonstration de l'assertion (1) du théoréme. Soit g € G(k). On veut l'écrire g =
uinug avec uy,ug € U(k) et n € N. Comme P et 9P sont des k-sous-groupes
paraboliques (minimaux) de G, par [Bor91, 20.7 (i)], P N 9P est défni sur k et
contient un Zg(S’) avec S’ tore k-déployé maximal. Comme S et S’ sont des tores
k-déployés maximaux de G, par [5.2.2], ils sont G(k) conjugués. Par et
B, Zc(S) et Z¢(S”) sont des k-sous-groupes de Levi de P, et ils sont conjugués
par un élément x € Ry (P)(k) = U(k), de sorte que *Z5(S") = Z¢(S). Comme
Za(S") C 9P, on a Z(S) C P. On peut donc appliquer [Bor91l, 21.3] (action
simplement transitive de ;W par automorphismes intérieurs sur les sous-groupes
paraboliques contenant Z5(S)) & P et P pour trouver w € W représenté par
n € N(k) envoyant *9P sur P, donc "9 P = P. Or P étant parabolique, il est son
propre normalisateur dans G [Bor91l 11.16]. Donc nzg € P(k) = U(k) - Z¢(5)(k),
donc g € U(k) - N(k) - U(k).

On a ainsi montré que G(k) = U P(k)wP(k). Il reste & voir la disjonction

wepW

des classes. Soit w,w’ € W représenlzés par n,n’ € N(k) tels que P(k)wP(k) N
P(k)w'P(k) # 0, autrement dit n’ € P(k)nP(k). Alors il existe u,v € U(k) et
a,b € Za(S) tels que n’ = wanbv, donc U(k)n'U(k) = U(k)anbU (k). Par le lemme
(4), on a n’ = anb, donc w’' = w. O

6.5 Systéme de Tits

Démonstration du point (2) du théoréme. On a vu que N est défini sur k. Donc
P(k) et N(k) sont des sous-groupes de G(k). On pose T'= N (k) N P(k). Comme
S est k-déployé, et P parabolique minimal contenant Z(.S), on a par [5.1.2] et
[Bor91l, 20.6 (iv)] que T'= Z¢(S)(k).

On a aussi vu que (W, R) est un systéme de Coxeter. Donc ;7 est un quadru-
plet candidat & étre un systéme de Tits. Vérifions les axiomes.

(T1) : Sont déja vus T < N(k) et par définition N(k)/T = W. Par (1), on a
G(k) = P(k) - N(k) - P(k). Donc G(k) est engendré par P(k) et N(k).

(T2) : On I'a déja vu, a savoir (xW, R) est un systéme de Coxeter.

(T3) : On doit montrer que Vr € RVw € ;W rP(k)w C P(k){w,rw}P(k). Soit
r € Ret a € ;A tel que r = s,. Soit w € . Si (T3) est vrai pour w, il 'est aussi
pour rw. Comme (rw) ! (a) = —w™ (), on peut supposer que rw = (a) € ,d.

Etudions I'action de 7 € ;W = Ng(S)/Za(9).
On a rZg(S)r—! = Z5(S).
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Posons V = Hﬁe\y(a) Uigy- On a rV(k:) =V(k).
En effet, 7V (k)r—! = H rUg H U(T
pev(a) BEY (o
Comme U(w) est stable par r par constructlon, on a donc H Uppy (k) =

BEY(a)
11 U(B V(k).
BEY (a

On arUgyr™ L'c Z6(8,). On écrit P(k) = Zg(k)-U(k) = Z6(k)-V(k)-Ugy (k).
Alors rP(k)wP(k) = Zg(k) - V(k)rUo)(k)wP (k) C P(k)Zc(Sa)rwP (k).

Posons @ = P N Z5(Sa) = Zc(9) - Uy [Bordll 21.11] Comme P est mi-
nimal dans G, par [Bor91l 21.13 (i)], @ est minimal dans Z5(S,) (sous-groupe
de Levi d’'un groupe parabolique [Bor91l, 20.4] — et en fait de Pf,;). Remar-
quons que (W(Z25(S,)) = {1,r}. En appliquant (1), on obtient Z5(Sy)(k) =
Q(k){LT}Q(k) = ZG(S)(k)U(a)(k){lﬂ T}U(a) (k)

On a donc :

TP(k)wP(k) C P(k) . Zg(S)(k) . U(a)(k:){l,r}U(a)(k)er(k)
(B){1,r}rw™ Uy (k) P(k)
= P(k){w,rw}P(k)
En effet, rw(a) € x®* donne "™ U,y C P. D’out le résultat.
(T4) : 7Ur contient rUiyyr = U(_y). Donc rUr # U. O
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