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Résumé

Notations préliminaires

On se donne une extension de corps locaux L/K quadratique galoisienne.
On note w la valuation discréte sur L. On note Ok et Op les anneaux des
entiers, ki et K, les corps résiduels, mx et 7, des uniformisantes. On note 7
I’élément non trivial du groupe Gal(L/K).

Onnote ' = w(K*) et 'y, = w(L™) les groupes de valeurs de la valuation.

On définit sur L? une forme hermitienne notée h par h((X_1, Xo, X1), (Y_1,Yp,Y1)) =
X 4"Y1+Xo"Yy+ X17Y_4. On pose G = SU(h). C’est un K-groupe réductif
quasi-déployé non déployé sur K et une K-forme de SL3 ;. En particulier, G
est déployé sur L.

On choisit dans G un tore K-déployé maximal noté S. On note T' = Z¢(.5)
le centralisateur de S dans G et N = Ng(S) le normalisateur de S dans G
Comme G est quasi-déployé, T' est un tore maximal de G.



1 Modéle d’appartement vide

1.1 Ecriture dans SLs

On identifie G au sous-groupes des matrices de SL3 1, qui sont stables par
Paction du groupe Gal(L/K) qui échange les deux racines simples.

Plus précisément, on choisit le tore S formé des matrices diagonales qui
sont Gal(L/K)-stables. On a un isomorphisme de K-groupes

a: L* = T
v 0 0
v — 0 v t.7p 0
0 0 Tyl

dont la restriction & K* = G, k est un isomorphisme sur son image S. On a
S(K)=a(K*) et T(K)=a(L*) et T(K), = a(OF)
Sur L, le groupe réductif G ~ SL3 1 est déployé et

1

en est un tore maximal L-déployé. P = ®(Gp,Tr) est un systéme de racines
de rang 2 de type As, de racines simples {a1,as} échangées par l'action de
T sur les types des groupes paraboliques [BT65, §6]. Autrement dit, on a
&3 = {ial, +as, i(Oq + 042)}.
Explicitement, les racines simples s’expriment ainsi :
t1 t1
a1 th =12, et ay th =t 42
ty! ty!
Sur K, on obtient le systéme de racines ® = ®(G, S) en restreignant a S
les racines de Gy, par rapport & Tr,. Ce qui donne :
t t
a(a(t)) =t=m 1 = o 1 vVt e K*
tt t1
Ce que l'on doit retenir, c’est que a = aq|s = az|s et 2a = (a1 + a2)ls,
que @ = £a et que ® = {+a,+2a}.

1.2 Caractéres et cocaractéres des tores

On trouve X, (5) =Za = X.(T)k et X*(S) =Za et
X.«(T)k = Z(v — v™v) = Z(2a). En particulier, on retrouve bien que le groupe
des caractéres de T définis sur K s’identifie & un sous-groupe d’indice fini (ici
d’indice deux) de X*(.9).

On note V; = X, (T)k ®z R. Par dualité, on identifie les racines a des
formes linéaires sur V;

On a Vo = (yeq kerb = {0}.

On identifie V.= V7 /V; a R par la bijection suivante :

R — \%
T —%av®1:::7

de sorte que a() = —z pour tout z € R.



1.3 Structure d’espace affine pour ’appartement

Pour tout z = a(t) € T(K), avec t € L*, on définit par dualité un élément
e, € V vérifiant :

Yx € X*(T)k (x,€2) = —w(x(2))
Avec T'identification, on a e, = w(v).

. TK) — V . .
Le morphisme (K) N identifie les éléments du tore & aux
z e
translations d’un espace affine dont V' est ’espace vectoriel sous-jacent.
0 0 -1
Onnotemga=| 0 —1 0 |, on justifiera la notation a posteriori.
-1 0 0

Par calcul, on obtient N(K) =T(K)-{1,m,}
On définit un espace affine, noté A, dirigé par V par le choix d’un mor-
phisme structurel prolongeant v

v:N(K)— Aff(A)

et d’un point-origine @ € A uniquement déterminé par la relation

v(mg)(0) =0

Si on note r, la réflexion vectoriel de points fixes kera = {0}, alors v est
complétement décrit par

Vo € L* Ve € {0,1} v(@(o)ms)(O + ) = O + (T + (o}

2 Murs de 'appartement

2.1 Paramétrage des groupes radiciels

On pose Hyo(L,K) = {(u,v) € L x Lyu"u =v+ "v}. Cest un K-groupe
isomorphe & U,(K) et U_q(K) respectivement via les isomorphismes
1 —"u —v 1 0 0
zo(u,v) =10 1 u | etz_g(u,v)=| u 1 0
0 0 1 —v —"u 1
On pose Ly = {veL,0=v+7v}. Cest un K-groupe isomorphe a
Usa(K) et U_o,(K) respectivement via les isomorphismes o, (v) = z,(0,v) et
T_9q(V) = x_4(0,0).
Ces paramétrages sont obtenus grace aux restrictions de Weil de L & K d’un
L-épinglage de Chevalley-Steinberg obtenu dans G, = SLs 1, (voir [Lan96) §4
p.43-44]).

T

2.2 Valuations réelles de DRG
On pose
1
Pra(Tra(u,v)) = §w(v) V(u,v) € Ho(L, K)

0124(T124(v) =w(v) Vv € Lo

Ceci définit bien une valuation réelle de la donnée de groupes radicielle
(voir [Lan96l §4] et [Rou08|, 11.6]).



2.3 Murs de 'appartement

Etant donnés une racine b € ® et un élément u € Uy(K), on sait qu'il
existe des éléments u’,u” € U_;(K) tels que u'uu” € N(K). De plus, u’ et
u” sont uniquement déterminés par u. On note m(u) = u'uu”, cet élément
de N(K) ne dépend que de b et u (axiomes de donnée de groupes radicielle).

Explicitement, pour (u,v) € Ho(L,K) et u = z,(u,v) il s’agit de u’ =
T q(uwv T ) et u”’ = 2o (uv, "o~ ). On note alors m(u) = mg(u,v).
Remarquons que I’élément m, du groupe N(K) n’est pas nécessairement un
élément de U_,(K)U,(K)U_4(K); il faudrait qu’il existe un élément u € L
tel que Ny g (u) = 2.

2.3.1 Lemme. Par un calcul matriciel, on a
- Mo (U, v)Mmy = T_o(u,v)
— ma(u,v) = a(v)m, = mga(Tv=1)

2.3.2 Définition. Par définition, un mur de A est une partie de A qui se
réalise comme ’ensemble des points fixes d’une réflexion affine de A de la
forme v(m(u)) pour un b € ® et un u € Uy(K).

On appelle groupe de Weyl affine, noté Wyys, le sous-groupe de Aff(A)
engendré par les v(m(u)) pour b € ® et u € Up(K).

Dans notre cas, les murs sont les points fixes des v(m(u)) pour u € U, (K).
Soit (u,v) € Ho(L,K) et x € R, on a

v(ma(u, ) (O+T) = 047 <= O+ 7 = O—T4w(v) <= = = pa(za(u,v))

2.3.3 Définition. On définit des ensembles de valeurs pour toute racine b € ¢
par
Ly = o (Up(K) \ {1})

T, = {pp(u), ue Uy(K) \ {1} et pp(u) = sup pp(ulap(K))}

Les murs sont donc exactement les O + @ pour z € I'y,. On est donc
naturellement amené & calculer ces ensembles.

2.4 Ensembles de valeurs

Le calcul des I'j pour tout b € ® sera fait ultérieurement. Il va permettre
de montrer que I'y = T, U 1T, et que I'y = 1'z. Ainsi, v(a(ry)) est une
translation de pas minimal de Woy.

2.5 Racines affines

2.5.1 Définition. Pour tout [ € R, tout b € ®, on définit sur A une applica-
tion affine 6, ; par 6,,(O + 7°) = b(Z) + .

On appelle racine affine une application affine § : A — R de la forme
6 = 6, pour un certain b € ® et [ € I'}.

On note @,y I'ensemble des racines affines.

2.5.2 Proposition. [Tit79, 1.6 et 1.7] L’ensemble des racines affines consti-
tue un systeme de racines affines de groupe de Weyl affine isomorphe a Woyy.

2.5.3 Proposition. Une partie X est un mur de A si et seulement s’il existe
une racine b € ® une valeur | € T telles que X = 6, (0)
Autrement dit, les murs sont exactement les lieuxr d’annulation des racines

affines.



Démonstration. X est un mur si et seulement s’il s’écrit O + 7 avec z € T,.
Six €T, alors 6, , convient. Sinon, = € %Féa, donc 04,2, convient.
Réciproquement, pour tout b € ® et tout [ € I';, on a 0 ; = —6_4 ;. Donc
on peut supposer b € ®+. Soit X = Gb_,ll(()) —O0+7Z.Sib=aq,alors0=1—2x
donc z € T,. Comme I/, C Ty, on a le résultat. Si b = 2a, alors 0 = | — 2z
donc x € 1T, C T,. D'ott le résultat. O

2.5.4 Définition. Un demi-appartement de A est une partie de A de la forme
671([0, +00]) ot @ est une racine affine. On le note alors D(6).

Il est clair que la frontiére 9D (6) d’un demi-appartement de A est un mur
de A.

3 Description de I'immeuble

3.1 Recollement d’appartements

On dispose sur G(K) x A d’une relation d’équivalence [Lan96, 9.1] définie
par

(9.0) ~ () <= 3 € (o) { V50000

L’immeuble de Bruhat-Tits de G(K) est défini par

GK)x A

~

X(G) =

En recollant des appartements qui sont des droites affines, I'immeuble de
G = SU(h) se réalise donc topologiquement comme un arbre dont les sommets
sont ¢ murs des appartements. On cherche désormais a savoir quelle est la
valence de ces sommets.

3.2 Valence d’un sommet déduite des groupes radiciels

Notons [¢g : z] la classe de (g,2) € G(K) x A modulo la relation ~ et

v A = X(G)

x = [1:x]
partement standart A = ((A).

Soit I € T'y. On note [T =T N|l, +oo et I~ = TyN] — 00, I].

Choisissons ¢ = {[1 : z], I~ < z < [} une alcove de A. Le groupe de Weyl
affine est engendré par deux réflexions, disons s et s’, par rapport aux murs
O+1" et O+ —l> de A respectivement.

Notons ¢ le point a linfini de 'appartement A tel que U,(K) - £ = &.
C’est le point fixé par tous les U, ; pour [ € R. Notons 7 le point a 'infini de
Pappartement A tel que U_,(K) -n=n.

Papplication injective [Lan96, 9.2] qui envoie A sur ’ap-

s s ss's
| T c Ts-etn |
n | in i I | ¢

Pour connaitre la valence du sommet O + 7) € A que l'on voit comme
un élément de 'immeuble X (G), on fait agir G(K) sur X(G) et, par forte
transitivité, il suffira de trouver toutes les images possibles de 1’alcove s - ¢ par
les éléments du groupe fixant 1'alcove ¢ point par point.



Complément sur les racines affines et action des groupes radi-
ciels sur 'immeuble

3.2.1 Définition. A tout élément non trivial d’un groupe radiciel, on associe
une racine affine pour b € ® et u € Up(K) \ {1} en posant 0(b,u) = 0y ,, (u) =
b+ fpb(u).

A toute application affine 6, on associe une partie de G(K), notée Uy définie
par Up = {1} U{u € Up(K), b € ® et 0(b,u) > 0} C’est un sous-groupe de
G(K).

Les Uy correspondent & des termes de filtrations des groupes radiciels. En
particuliers, Uy est le groupe trivial si la partie vectorielle de 6 n’est pas une
racine sphérique. De plus, on retrouve Uy, u) = Up,p, (u)

On note D(b,1) = {[1: 2] € A, 6y,(z) > 0} les demi-appartements de A.

3.2.2 Proposition. Pour toute racine b € ® et toute valeur | € Ty, on a
Db, ={xrcA,VaeUy,u -z =x}

Autrement dit, 'ensemble des points fixés par un élément u € Uy; \ Uy, 1+
est exactement le demi-appartement D(b,1). Dans I'immeuble X (G), un tel
élément u agit donc en fixant un demi-appartement et envoie le complémen-
taire par pliage dans le demi-appartement d’un appartement différent de A
[Lan96l 9.3(ii)].

Retour au calcul de la valence en [

Dans A, les groupes radiciels U, s fixent c si et seulement si I” > —~ et
les groupes radiciels U_, ;» fixent c si et seulement si {” > [.
r L C . 5-C_. .
| . | . ] s &
A

77,

En rouge sur le dessin ci-dessus, les demi-appartements contenant c fixés
par les U, 1 et en bleu ceux contenant c et fixés par les U_, ;.

On pose B = Stabg(x)(c). Comme I'action du groupe préserve le type des
facettes, le stabilisateur est un stabilisateur point par point. On admet que

3.2.3 Proposition. B se décompose en B =U_q;-U, _;- - T(K)y

Notons Y le sommet [1: O + _l>] € X(G).

3.2.4 Lemme. La valence du sommet Y est égale au nombre d’éléments de
la B x B orbite de s modulo B plus un.

Démonstration. Un élément b € B opére sur X (G), fixe ¢ et envoie s - ¢ sur
une alcove ¢, distincte de c, telle que le sommet Y est commun a ¢, a ¢’ et a
s-c.

Réciproquement, soit ¢’ une alcove distincte de c, telle que le sommet Y est
commun & ¢, a ¢’ et & s-c. Par le premier axiome des systémes d’appartements,
il existe un appartement A’ contenant c et ¢’. Par forte transitivité de G(K)
sur X(G), il existe un élément g € G(K) tel que gA’ = A et g-¢c = c. En
particulier, g€ Bet g-¢’ =s-c.



Les alcoves de X (G) voisines de ¢ par le sommet Y sont donc exactement
celles de la forme bngd’ - ¢ ot ny € N(K) reléve I'élément du groupe de Weyl
affine s. Deux telles alcoves byngbjc et bansbse sont identiques si et seulement
si bynsB = bansB. La valence de Y est donc égale & 1 + Card(BsB/B) O

Plus précisément, Bs-¢ = U_q,U, _;-T(K)psc = U_, 5c.
Or U_, ;+sc = sc
Donc la valence de Y est exactement Card(U_q,;/U_, +) + 1.

On constate que I'on est amené a calculer le nombre d’élément des groupes
quotients U, ; /U, 1+ pour | € T'y.

3.3 Calcul de la valence en fonction de la ramification
Pour b € & et [ € I'y, notons XbJ = Ub,l/Ub,H

3.3.1 Proposition. [Tit79, 1.6] X, est un ki -espace vectoriel.
Xop,21 est un sous-xx -espace vectoriel de Xy

Démonstration. On rappelle que pour (u,v), (v/,v") € Ho(L, K) on a z,(u,v)-

2o (U, v) = zo(u+u v+ 0 +uTu') et 2q(u,v) "t = 2o (—u, uTu — v).
U, i+ est un sous-groupe distingué de U, ;. En effet, pour (u,v), (uv/,v")

Hy(L,K) avec 3w(v) >l et sw(v) > 1, on a z4 (v, v")zq(u, v)z,(u/,v) 7!

o (U, 0 )xg(u —u' ;v — v —uTu + W) = ze(u,v + T — uTu T

Or 2w(u) > min(w(v),w(™v)) = w(v) > 21 et 2w(u') > min(w(v'),w("v"))

w(v) > 2l Donc w(v+u'"u—u"u' +u'"u') > min(v, 2w(v’), w(u) + w(u’)) >
De méme, Uy, ;+ est un sous-groupe distingué de Usq;.

m

~—

[\
=

Usq,21 est un sous-groupe de U, ; et le morphisme de groupes canonique
Usa,21 — Xa,1 a pour noyau Usg o;+. Donc Xa, 97 est un sous-xx-espace vecto-
riel de X, ;. O

3.3.2 Remarque. Plus précisément, on montre que X, ; = i, (kx) est un kg,
espace-vectoriel de dimension un [Tit79) 3.5.1 et 1.15].

On pose d(b,1) = dim,,,. Xp;/Xop 2.

3.3.3 Proposition. Notons ¢ = Cardkg. La valence du sommet Y défini

précédemment est 1 + ¢¥(®+d(2a,20)

Démonstration. En effet, CardX, ; = CardX, ;/Xo4 21 + Card Xog 21/ Xag,a =
qd(a,l) + qd(2a, 21) O

3.3.4 Lemme. d(b,1) > 0 si et seulement sil € T'}

Démonstration.
el & JueUy(K)pp(u) =1=suppy(ula(K))
& due Ub(K) <pb(u) =letVu”’ e Ugb(K) <pb(uu”) <1t
= Ub,l #* Ub,H et Ju € Ub,l vu’ e Ugb(K) uu” o4 Ub,l+ O
& Xy #0et Xy # Xop o
< db,1)#£0



On a donc besoin de calculer les I',
On définit des ensembles utiles pour ce calcul. On note

Lo={veL,v+"v=0}

Li={vel,v+"v=1}
L ={ve L, w) =supw(ly)}

Lemmes techniques
Le but de ce paragraphe est de montrer que L*** est non vide.

3.3.5 Lemme. [BT8/, 4.3.53] Il existe des élémentst € L, r,s € K tels que
K[t] = L et t> = rt — s vérifiant les propriétés :

- Si L/K est non ramifiée, w(s) = 0.

- Si L/K est ramifiée, s est une uniformisante de K.

~r=0o0uw(s) <w(r) <w(2) ould <w(s) <w(r) =w(2)

Démonstration. Si L/K est non ramifiée, on a w(rr) = w(ng) et [kr : kx| =
2. Soit t € Op, tel que t = t mod 7,0 € kg, vérifie kk[t] = Kkr. On a
donc K[t] = L et on écrit t> — 7t + s = 0. Remarquons que s = N k(t) et
r = Trp, i (t). En particulier, 5,7 € Og. On a w(s) = 2w(t) = 0. SirT # 0 et
w(r) > w(2), en particulier car(K) # 2 et § € Og. On pose t’ =t — 5 € Of.
Ceci change ren ' =0 et sen s’ = s — é et w(s’) = 2w(t') = 0 reste vrai.
Si L/K est ramifiée, on a w(m) = sw(mk) et [kr : kx] = 1. On pose
t = . On a bien K[t] = L et on écrit t> — rt + s = 0. Remarquons que
s = Np/i(t) et r = Trp/k(t). On a bien w(s) = 2w(t) = 2w(7L) = w(Tk).
Donc s est une uniformisante de K. Si r # 0 et w(r) > w(2), en particulier
car(K) # 2 et § € Ok, donc w(y) > w(t). On pose t' =t — & € Of.

w(t") = min(w(t),w(5) = w(t) car on est dans le cas d’égalité étant donné que
c’est une somme de deux termes de valuations distinctes. Cela change r en

2 . .
7" =0et sen s =s— - qui conviennent alors. O

3.8.6 Remarque. Sicar(K) = 2, alors r # 0 sinon on contredirait la séparabilité
de l'extension L/K.

3.3.7T Lemme. Sir =0, on a Lo =tK et L1 = % +tK et % € Lrex.
Sir #0,onaLy=(1—-2tr"Y)K et L1 = tr~'+ (1 —-2tr HK et
tr=t e Lipax,

Démonstration. Ecrire = at 4+ b avec a,b € K donne les résultats pour Ly
et Ll.

Remarquons que Vz,y € K w(z +ty) = min(w(z),w(t) + w(y)). En effet, si
L/K et ramifiée, on a w(ty) # w(x). Si L/K est non ramifiée, si w(z) < w(y)
c’est bon. Sinon, w(z) > w(y) donc zy~! € Ok. Si par Pabsurde w(t+xy~t) >
min(w(t),w(x)—w(y)), alors t+xy~! € 7,0r. Donc t et zy~! ont méme image
dans kr,. Contradiction avec t € O

Lorsque r = 0, on a Vo € K w(3 + tz) = min(w(3),w(t) + w(z)) < w(
D’ou le résultat.

).

(SIS

Lorsque r # 0, on a pour tout x € K,

witrt+1-2tr"Y2) = wE+tlrt-2r"1ta))
= min(w(z),w(tr!) + w(l —22))
< w(trh)



Sinon, on aurait w(z) > w(tr~!) et w(1—2z) > 0. Comme w(1) = 0, on aurait
donc 0 = w(2x) = w(z) + w(2). Donc —w(x) = w(2) < w(rt~1). Contradiction
avec les hypothéses faites sur r et t. O

Calcul des ensembles de valeurs

On sait désormais que LP"®* est non vide. Notons § = supw(Li"¥) et
choisissons A € L#*.

3.3.8 Proposition.
- Si L/K est non ramifiée, on a Ty, =T .
- Si L/K est ramifiée, on a Ty, =0 + w(rr) + T'k.

Démonstration. On sait par le lemme m que Iy, = w(L§) C T et que
Lo est un K-espace vectoriel de dimension un. Donc I', s’écrit wg + 'k avec
wo € I'p, & déterminer.

Le cas non ramifié découle du fait que I'y, = T'k.

Dans le cas ramifié, on montre que 6 ¢ I'%,. Par Pabsurde, supposons
que § € T',. Par définition de T, il existerait y € Lg tel que 6 = w(y).
Par définition de 4, il existe € L; tel que § = w(z). Donc w(zy~1) = 0.
Comme L/K est ramifiée, il existe z € O} tel que 2y~ = z mod 7, Of. On
pose iy = yz € Lo de sorte que w(zy~! — 2) = w(z(y')~* — 1) > 0. Comme
r+y €Li,onaw+y)=w(y)+w(@y ! —1)> 4. Contradiction avec la
maximalité de 9.

O

3.3.9 Lemme. Si A € L™ alors pour tout x € K et tout y € Lo, on a
W@ + y) = min(w(y), w(zA)),

Démonstration. Sixz =0, c’est vrai.

Supposons désormais x € K*. Alors A + yz~' € L;. Donc par définition
de L7 on a w(A\) > w(X +yx~1). Donc w(xA) > w(a +y)
De plus, w(y) = w(y + 2 — 2A) > min(w(y + zA),w(—zA) = w(y + ) car
w(—zA) > w(zA) > wz+y)
Donc min(w(y),w(z)) = w(y + ). O

3.3.10 Proposition. On a T}, =16+ T

Démonstration. Soit (u,v) €  Ho(L,K) tel que ¢q(zq(u,v)) =
Sup @q (xa (ua U)UQa (K))

Fixons un A € LY**. On remarque que (u, Au"u) € Ho(L, K) et v—Au"u €
Ly avec u"u € K. Pour tout v € Lg, on applique le lemme av+

wv+v) = wl(v+v —Iuu) + A(u"u))
= min(w(v + v — Au"u), 0 4+ 2w(u))
< 0+ 2w(u)

avec égalité pour v/ = Au"u—v € Lg. Donc w(v) = 2¢, (24 (u,v)) = § + 2w(u).
Donc I, C 36+ T,

Réciproquement, pour tout w € L™, on a (u, \u"u) € Hyo(L, K)
et u = z,(u,v) vérifie bien @, (u) = sup v, (uUsz,(K))

D’ott le résultat I, = 6 4+ T',. O

On énonce le résultat mentionné plus haut concernant la répartition des
murs.



3.3.11 Proposition.
(1) To =T}, U3,
(2) Iy = %FL

3.3.12 Remarque. Dans le calcul de la valence, seul le point (1) est utile. Le
point (2) indique la répartition des murs et sert surtout si l'on est en train
de regarder 'immeuble d’un groupe de dimension supérieur dans la direction
a. Dans les notations de Bruhat et Tits, il faut Uinterpréter K = Lo, et
L = L,. On en déduit que deux murs consécutifs sont distants d’une « demi-
uniformisante » et que donc la translation minimale du groupe de Weyl affine
est donnée par un élément du tore maximal T(K) de la forme a(mp)t on
t € T(K)p. Tout le tore T(K) ne s’écrit pas comme produit de m(u) mais
Pécart a une telle écriture est contenu dans T'(K)s.

Démonstration. (1) Par définition, I, C T', et

%F/Qa = {%SDZa(an(rU)) ,VE LO}
= {Qoa(xa(oyv)), NS Lo}
c T,

Donc 3T%, UT, C T,.

Réciproquement, soit (u,v) € Ho(L,K) et A € L. On auvw"u € K
et (u, \u™u) € Ho(L,K). On pose v/ = v — Au"u € Lg. On peut écrire
o (U, 0) = xo(u, AuTu)2,(0,0").

Siu =0, alors pu(z4(0,v)) € T'oq =T%,.

Si u # 0, alors pour tout v’ € Ly, on a

Pa(Ta(u, v)224(v")) Pa(@a(u, v+ ')
= Iw(w+)
= Tw((WuA+ (v+v — Auu))
1 min(w(v +v' — AuTu), w(A) + 2w(u))

Les trois premiéres égalités sont élémentaires, la derniére est une consé-
quence du lemme [3.3.9

On constate que le sup{p, (x4 (u, v)u’), u’ € Uz (K)} est atteint en u’ =

Zaq (V') et vaut § + 2w(u).
Si pa(zq(u,v)) ¢ I, alors on a nécessairement (8 + 2w(u))
Ya(Ta(u,0)xe(0,0")) > @q(xe(u,v)) = %w(v). Donc ¢q (x4 (u,v))
sw(v — MTu) = tw(—v') € 2w(L§). Donc @4 (zq(u,v)) € £T%,.

(2) On le montre par double inclusion.

L’inclusion T', C 4Ty, est claire par Décriture ¢, (zq(u,v)) = $w(v) avec

(u,v) € Ho(L,K) C L x L. ’
Si L/K est non ramifiée, on a I'y, = T'x = I'p car Lo est un K-espace
vectoriel de dimension un. Donc £I';, = 1T, C T, donne l'autre inclu-
sion.
Si L/K est ramifiée, on a montré que I/, = %5 + I'p et que %F’Qa =
2(6 +w(mr) + Tk). En appliquant (1), on a le résultat.

O

8.8.13 Remarque. Dans la disjonction de cas, on constate aussi que 'union
I, =T/, UTY%, est disjointe si et seulement si Pextension L/K est ramifiée.
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Résultat

3.3.14 Proposition. Si l’extension L/K est non ramifiée, 'arbre X(G) est
semi-homogeéne de valences 1+ q et 1+ ¢>.

Si Uextension L/K est ramifiée, 'arbre X (G) est homogéne de valence
1+gq.

Démonstration. Soit | € T',.
— Sil ¢TI, alors d(a,l) =0 et d(2a,2]) = 1.
— Sinon, [ € T,
— Si L/K est ramifiée, 'union T', = T/, UTY%, est disjointe donc 21 ¢ T'%,.
Donc d(2a,2l) =0 et d(a,l) = 1.
~ Si L/K est non ramifiée, alors I', = 1T’y = 1T}, donc 21 € T%,. On
en déduit que d(a,l) = 2 et d(2a,2l) = 1.
Enfin, T, = %(5 + Ty # %FL = T', que l'extension L/K soit ramifiée ou
non. Ce qui conclut. O
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