Modeles entiers du groupe

Benoit Loisel

17 avril 2015

Résumé

Cadre général

— K désigne un corps muni d’une valuation discréte notée w pour laquelle
il est complet et strictement Hensélien.

— G est un groupe réductif quasi-déployé sur K

— S est un tore K-déployé maximal de G et T' = Z;(S) est un tore maximal
de G

- K /K est une extension finie galoisienne déployant le groupe réductif G

Corps résiduel

On note Ok I'anneau des entiers de K et on choisit mx une uniformisante
de K. On note « le corps résiduel de K. Pour appliquer le principe d’extension,
on a besoin de supposer  algébriquement clos, ce qui est le cas si 'on voit
K comme "Hensélianisé strict d’un corps local. On peut en fait se passer de
cette hypothése en utilisant les constructions explicites des modéles entiers de
tores et de groupes radiciels faites par Bruhat et Tits.

Position de I’exposé

On a explicité 'existence de modéles de Néron faibles des tores (exposé de
Giancarlo Arteche), de modéles entiers des groupes radiciels (exposé de Benoit
Loisel) et de modéles entiers pour la grosse cellule sur lesquels ont dispose de
lois de groupes birationnelles (exposé de Guy Rousseau). En choisissant un
Ok-schéma convenable et muni dune loi de groupe birationnelle, on sait qu’il
existe un Og-schéma en groupes qui le contient et prolonge la lois (exposé de
David Harari).

1 Modéles entiers du groupe

1.1 Rappels des résultats précédents

Sur K, on note ® = ®(G, 5) le systéme de racines de G par rapport a S et
sur IN(, on note ® = ®(G,Tz). On dispose d'un épinglage de Chevalley-
Steinberg noté (z,)sce et d’'une valuation réelle de la donnée de groupes
radicielle associée notée (¢,)ace On a défini un espace affine A dirigé par
V = X.(T)kx ®z R/,ce kera qui sert de support & appartement et d'une
origine O € A qui permet de voir les racines comme des applications affines
a: A — R auxquelles on associe des demi-appartements.



Soit 2 C A une partie bornée non vide. On a défini une application
fQ 0 - R
a +— sup(—a(Q))

On a défini des Og-formes des tores S et T notées S et T respectivement.
On a défini des Ox-formes des groupes radiciels notées i, ; pour a € ® et [ €
R, vérifiant ua,l(OK) =Uy, = Lp;l([l, —|—OO]) On note ﬂa’fn(a) =Uo 50 = Lla,Q
En utilisant les relations de commutation des groupes radiciels, on a défini
des Og-schéma en groupes notés Uy o pour ¥ C ®* une partie close. On
note U5 = g+ o. On a défini des Ox-schéma notés Xo = g TUS de fibre
générique U~TU™ la grosse cellule de G (par rapport au tore T et a l'ordre
P*). Grace aux algebres de distributions, on établit le

1.1.1 Théoréme (Cor 5.5 de l'exposé de Guy Rousseau). Les lois multi-
plication m : G x G — G et inverse i : G — G se restreignent-étendent
en des lois de groupes birationnelles sur des ouverts standards notées m :
(X x Xq)g-—>Xq et i:(Xq)n--»Xq respectivement.

On peut alors étendre X en un Og-schéma en groupe, mais on n’a alors
pas de controle sur sa fibre générique pour laquelle on souhaiterait prescrire
G.

On s’appuie sur le théoréme suivant dont il existe un énoncé plus général

1.1.2 Théoréme ([?, 5.1 Thm 5]). Soit R un anneau de valuation discréte.
On note K = Frac(R) et S = Spec(R). Soit X un S-schéma séparé, lisse,
fidélement plat, de type fini muni d’une loi de groupe birationnelle notée m :
X x X--»X et dont la fibre générique X est un K-schéma en groupes pour
la loi mg.
Alors il existe simultanément
- un S-schéma en groupes, on le note X et m sa loi de groupe, qui est
séparé, lisse, de type fini,
— une immersion ouverte S-dense X — X telle que la loi de groupe m se
restreint a m sur X.
De plus, X est unique G isomorphisme canonique preés.

1.2 Définition des modéles entiers du groupe

1.2.1 Proposition-définition ([Lan96l 5.17]). A unique isomorphisme prés,
il existe un unique Og-schéma en groupes séparé, lisse, de type fini, noté &g
et une unique immersion ouverte Xo — B¢ telle que la restriction de la loi de
groupe de B a Xq est la loi de groupe birationnelle sur Xq.

Démonstration. Notons X' le Ox-schéma obtenu en recollant G et Xq le long
de la grosse cellule (Xq)x = U-TU™. C’est un Og-schéma séparé [?, 5.5.6],
lisse, de type fini et de fibre générique X% = G. La loi de groupe birationnelle
m sur Xq s’étend naturellement en une loi de groupe birationnelle sur X’. 1l
en est de méme pour l'inverse. On peut appliquer le théoréme ax et
R = Ok, ce qui conclut. O

1.3 Propriétés des formes entiéres du groupe

1.3.1 Proposition. (i) Bq est un Ok-schéma en groupes affine, lisse,
conneze, de type fini et de fibre générique G.



1.3.2 Proposition. (it) Les inclusions T C G et U, C G s’étendent
en des isomorphismes de T et U, o respectivement sur des sous-Ok -
schémas fermés de Bq.

(iii) Soit W une partie close de & (resp. ®~) et Vg ={a c ¥, & ¥},

Alors le morphisme produit H Yoo = Gq donne un isomorphisme
a€V,q

de Ok -schémas de H Uy q sur un sous-Ox -schéma fermé de Bq, que

a€W¥pq
l'on note Uy o, et qui ne dépend pas du choix de Uordre choisi sur ¥, .

De plus, pour tout a € ¥, le Og-schéma Uy o contient l'image de iU, o.
On note également 115 =Upr o et Uy = Us— o-

1.3.3 Proposition. (iv) Le morphisme produit induit un isomorphisme
de O -schéma en groupes de Ty o sur un sous-Ox-schéma en groupes
de Bq, que l'on note d nouveau Tily .
(v) Le morphisme produit induit un isomorphisme de Ok -schéma de Llg x
T x ilgg sur un sous-Og-schéma de Bq, que l'on note Xq.

1.4 Fonctorialité en ()

Soit © C Q' deux parties bornées non vides de A incluses I'une dans I'autre.

1.4.1 Proposition. L’identité G — G s’étend de maniére unique en un mor-
phisme de Ok -groupes Gq — Bq

Démonstration. Comme Q C €', on a pour tout a € ® 'inégalité
fa(a) = sup{—a(z), z € Q} < sup{-a(z), z € '} = fo(a)

Comme la filtration des groupes radiciels est décroissante, on a donc
Ua,for(a) € Ua fo(a)- Ce qui se réinterpréte en termes de points entiers des
modeéles des groupes radiciels en idg (4,0 (Ok)) C oo(Ok). En appli-
quant le principe d’extension, cette inclusion s’étend de maniére unique en
Ug.r — Uq o Par (iii), Vinclusion de la grosse cellule U"TU™T C G s’étend de
maniére unique en X — &g et par (v), on a le résultat. O

2 Fibre spéciale

Conformément aux notations de Bruhat-Tits, pour tout Og-schéma X, on
note X = X la fibre spécial de ce schéma.
On cherche & décrire le k-groupe &q.

2.1 Tores et normalisateurs de ces tores

2.1.1 Proposition. (1) & est un tore k-déployé mazimal de g
(2) ¥ est le centralisateur dans &q de S.
(3) T est le centralisateur dans &g de &.

Démonstration. (1) Supposons par I'absurde que & n’est pas un tore k-
déployé maximal de ®q. Alors il existe un entier n > dim S et une
immersion fermée u : Gy, , — Bq, que Pon peut étendre en un Q-

morphisme de groupes u : G}, »  — Bq. Par |7, exp.IX 2.9, c’est

une immersion fermée. Donc u(Gy, o, )k est un tore K-déployé maxi-
mal de G. Comme G est réductif sur K, ses tores K-déployé maxi-

maux sont conjugués [Bor91l 20.9] donc de méme dimension. Comme



G a été construit pour étre lisse, on a dim& = dim S < n alors que
dimu(G}, o, )k = n. Contradiction.

(2) Par [?, exp.XI 5.3], le fonction X — Z(g,,), (6x) est représentable par
un sous-Og-schéma en groupes lisse fermé de g. On le note Zg, (6) et
ses fibres sont connexes en tant que centralisateur de tore d’un groupe
algébrique affine [Bor91l, 11.12]

(3) est une conséquence immeédiate de (2)

2.2 Radical unipotent

2.2.1 Proposition. (1) Soit a € @, alors U, est un sous-k-groupe
fermé de &g normalisé par & connexe, unipotent, sur lequel S agit par
le caractére a sur son algébre de Lie. De plus, i, o est mazimal pour ces
propriétés.

(2) Soit U € ®F une partie close. Alors Sy o est un sous-k-groupe fermé
de &g normalisé par & connexe, unipotent, sur lequel & agit par les

caractéres a € ¥ sur son algébre de Lie. De plus, iy o est mazimal pour
ces propriétés.

(3) R.(T) est un sous-k-groupe fermé de Bq normalisé par & conneze,
unipotent, sur lequel S agit trivialement sur son algébre de Lie. De plus,
R, (%) est maximal pour ces propriétés.

Démonstration. Fermé, connexe, unipotent : ok. L’action de & se déduit de
celle de & sur ’algébre de Lie des i, o et de ‘T respectivement. La maximalité
se déduit par un argument de dimension. O

2.2.2 Lemme. Soitl,l' € R tels que I +1' > 0. Alors U_, (k)T (K)o (k) est
un groupe.

Démonstration. Premiére étape : on montre que Uy 1 U_g; C U_o T(K)pUg -
On utilise les calculs de I'exposé de Guy Rousseau.

Si 2a ¢ @, alors on a les paramétrages z, : Ly, — Uy(K) et ©_q : Ly —
U_o(K).

, 1 wu 1 0 1 —w
D’une part, (0 1) (—u’ 1) = ( )
, 1 w\/t O
D’autre part, (v’ 1) (0 tl) ( ) ( o 1 tvv)

On trouve donc que z,(u)r_,(v') = z_o(u't™1) Jut™Y)avect = 1—uu' €
LY car w(uu') > 1 +1' > 0 donne w(t) = 0.
Si 2a € ®, alors on a les paramétrages z, : Ho(Lqg, Log) — Ul (K) et
—a - Ho(L,“LQa) — U_a(K).
Par un calcul de matrices 3 x 3 analogue au précédent, on trouve
Ta(u,v)z_o(u',v') =2_ a(%, %)’d(t)xa(“_lw/ ,7)avect = 1="uu' +vv' €
LY car w(uww') > (w(v) + w(v')) > 1+ 1’ > 0 donne w(t) = 0.

Deuxiéme étape, on pose M = U_, ;T(K)U, s et on montre que c’est un
groupe. On sait que pour toute racine a € ® et tout réel [, on a U, T(K)U,,; =
UaiT(K) = T(K)Uqay. Done MM = U_ . T(K)Upu pU_ oy T(K)U,p € M. On
en déduit que M est un groupe.

Troisieme étape, on pose M = _,;(k)T(k)ihy (k) et on en reléve les
éléments dans M pour montrer que c’est un groupe. Comme les Og-schémas
U_g, Ha et T sont lisses, les morphismes canoniques U_ ;(O) — HU_g (k)




(resp. Uy 11 (Ok) = Yo (k) et T(Or) — T(k)) sont surjectifs. On peut donc
relever les éléments de M en des éléments de M. D’ou le résultat. O

2.2.3 Proposition. Soit a € ¢ et ) C A une partie bornée non vide. On
pose l = fq(a) et ' = fo(—a). On note g le morphisme surjectif U, (O ) —
Ua (k). Sil+1"=0etl €Ty, onpose I, = q(Uy+). Sinon,l +1" > 0 ou
1 ¢ T, et on pose I, = q(Us;). On a alors I, = R,(6q)(k) Ny q(k)

2.2.4 Remarque. Le groupe I, calcule la contribution du groupe radiciel &, o
au radical unipotent du groupe &q. Le cas [ +1' = 0 et [ € T, traduit le fait
que €2 est dans un mur dirigé par la racine a. Dans ce cas, les groupes i, ; et
{_, 1 vont donner des contributions de groupes radiciels opposés dans Gq,.

Démonstration. On note p : &g — Bq/R,(Bq) la projection. On sait que
p est surjectif et que le groupe réductif Gq/R,(Bq) est déployé car k est
algébriquement clos par hypothése. (Avec ’hypothése k fini, on pourrait au
moins dire que ce groupe est quasi-déployé par le théoréme de Lang)

Comme U, j+ C Uy, on a I, C q(Uqy) = Ua,0(k).

Montrons que I, C R,(®q). Par 'absurde, supposons qu'il existe ¢ € I,
tel que p(§) # 1. Notons u = p(§) I'élément du groupe radiciel p(H,.a(k)) de
Bq/R,(Bq). Par les axiomes de donnée de groupes radicielle, on sait qu’il
existe des éléments u’, v € p(Y_q o (k)) qui sont uniquement déterminés par
u et le fait que mg (u) = vw'uu’ € J\fp(@) (p(©)) reléeve la réflexion r, du groupe
de Weyl. On reléve v et v’ en des éléments & et £’ de U_, o(k) Sil & [y,
alors on a Y, = Ugyy. Sil € Ty et I’ +1 = 0, alors u # 1 impose qu’en
fait u € 4, ;+. Sinon, on a alors [ 4+ 1’ > 0. De sorte que le lemme précédent
s’applique et donc mg(u) € p(M) centralise p(&). Ceci contredit I’action de
me(u) par la reflexion r,. Donc pour tout £ € I,, on a p(§) = 1 c’est-a-dire
£ € Ry(a)(h). B

Réciproquement, on montre que pour & € i, o(k), on a € € R, (&q)(k) =
¢ € I,. On montre la contraposée. Soit £ ¢ I,, alors nécessairement on est
dans le cas [ +1' =0 et [ € T',. On utilise la surjectivité de g pour choisir un
élément = € U, tel que g(z) = £ Six € U, +, alors £ = q(x) € I,, ce qui est
exclus. On conclut en utilisant le lemme suivant

2.2.5 Lemme. L’élément p o q(mg(x)) normalise & et induit la réflexion r,
du groupe de Weyl.

La démonstration du lemme ?? donne l'existence d’éléments z’,z” €
HU_0.0(Ok). On pose & = q(a’) et £ = g(z”") Si par I'absurde p(§) = 1, alors
poq(ma(r)) = p(E'EE") = p(€p(€”) est un elément de p(tt_ (KN, ) (6).
Cette intersection est triviale, ce qui contredit le fait que cet élément induit
la réflexion r,. Donc p(§) # 1 et on a le résultat. O

Démonstration du lemme[2.2.3.

ler cas : 2a ¢ ®
On écrit © = z,(u) avec u € L, et my(z) = 2'zz” € Ng(S)(K) avec
' =2" =x_o(u™t). Comme z € Uy \ U, +,0n aw(u) =1=-wu?).
Donc mg(x) € 8q(Ok) NNg(S)(K). Donc m, () normalise & et induit
la réflexion 7, du groupe de Weyl, q(mq(z)) normalise & et po q(mq())

normalise p(G).

2éme cas : 2a € P



ler sous-cas : Ve > 0z € Ug 14+:Usq 2
On écrit © = z,(u,v) avec (u,v) € Ho(Lqg, Lag) et w(v) = 2{. On
sait que w(u) > w(v). On pose v = w(u) — w(v) € Ry On sait
par des calculs explicites que dans I’écriture m,(z) = 2’zz”, on a
=2 4w, Tv etz =2_,(uTv ™, "o ). Donc on a a’, 2" €
Uy 1(Ok) = U_40(Ok). Donc mg(z) normalise & et induit la
réflexion r, du groupe de Weyl, g(m,(z)) normalise & et poq(m,(z))

normalise p(G).

2éme sous-cas : de > 0z € U, 14:Uzq,2
On écrit x = zoz1 avec xg € Uy i4e €t 1 € Uzg, 21 Comme g(zg) = 1,
on peut supposer £ = x1 et on est ramené au ler cas car 4a &€ ®.

O

2.2.6 Corollaire. Le radical unipotent de ®q est engendré par R, (T) et les
1, pour a e ®.

Démonstration. Le groupe engendré par R, (T) et les I, pour a € ® est un
sous-groupe fermé connexe de R,(&q) [Hum98, 7.5]. Pour des raisons de di-
mension, on a égalité. O

2.3 Systéme de racines du groupe réductif

On dispose d’un groupe réductif déployé &g /R, (6gq) dont on cherche a
déterminer le systéme de racines ®q par rapport au tore k-déployé maximal
déduit de &.

2.3.1 Proposition. On pose @q = {a € @, fa(a) + fa(—a) =0 et fo(a) €
I }. Cest le systeme de racines de Bq /R, (Gq) par rapport au tore k-déployé

mazimal p(S).

Démonstration. On note comme précédemment | = fo(a) et I! = fo(—a).
On a montré précédemment que des groupes radiciels opposés apparaissent
uniquement dans le cas o [+ 1" =0et [ € T',.

Sil ¢ I, on est alors nécessairement dans le cas ou 2a € ®. On a l'iso-
morphisme U, /I, = HU24,21/Usq 21+, donc le tore k-déployé agit uniquement
par le caractére 2a.

Sinon, le tore k-déployé agit par le caractére a. O

2.3.2 Remarque. En particulier, on retrouve bien que sous I’hypothése k algé-
briquement clos, le systéme de racines est réduit.
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