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FORMES BILINEAIRES ET QUADRATIQUES

Lecgons directement concernées (2019)

(106) Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E, sous-groupes de GL(F). Applica-
tions.

(158)* Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.

(160)* Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension finie)

(170) Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité, isotropie. Ap-
plications.

(171)* Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications.

Lecons directement liées, dans lesquelles on doit évoquer les formes bilinéaires
ou quadratiques (2019)

(150)* Exemples d’actions de groupes sur les espaces de matrices.

(154)* Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes d’un espace
vectoriel de dimension finie. Applications.

(155)* Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

(156) Exponentielle de matrices. Applications.

(159) Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.

(161)* Distances et isométries d’un espace affine euclidien.

(183) Utilisation des groupes en géométrie.

Lecons ou des formes quadratiques peuvent également apparaitre sporadique-
ment (2019)

(151) Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang. Exemples
et applications.

(153) Polynomes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un endomorphisme en dimension
finie. Applications.

(181)* Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie, convexité. Applications.

(182) Applications des nombres complexes a la géométrie.

Ce qui est dans le programme

(a) Formes bilinéaires. Formes bilinéaires alternées. Formes bilinéaires symétriques, formes quadra-
tiques, forme polaire d’une forme quadratique (en caractéristique différente de 2). Eléments ortho-
gonaux, interprétation géométrique. Formes non dégénérées. Adjoint d’un endomorphisme. Repré-
sentation matricielle, changement de base. Rang d’une forme bilinéaire.

(b) Orthogonalité. Sous-espaces isotropes. Décomposition d’une forme quadratique en somme de carrés.
Théoreme d’inertie de Sylvester. Classification dans le cas de R ou C. Procédés d’orthogonalisation.

(c) Espaces vectoriels euclidiens, espaces vectoriels hermitiens. Isomorphisme d’un espace vectoriel eu-
clidien avec son dual. Supplémentaire orthogonal. Inégalité de Cauchy-Schwarz. Norme. Bases or-
thonormales.

(d) Groupe orthogonal, groupe spécial orthogonal. Exemple de générateurs du groupe orthogonal :
décomposition d’un automorphisme orthogonal en produit de réflexions. Endomorphismes symé-
triques, endomorphismes normaux. Diagonalisation d’'un endomorphisme symétrique. Réduction
simultanée de deux formes quadratiques réelles, I'une étant définie positive. Décomposition polaire
dans GL(n,R). Espaces vectoriels euclidiens de dimension 2, classification des éléments de O(2,R).
Espaces vectoriels euclidiens de dimension 3, classification des éléments de O(3,R) ; produit mixte,
produit vectoriel.



(e) Groupe unitaire, groupe spécial unitaire. Diagonalisation des endomorphismes normaux. Décompo-
sition polaire dans GL(n,C).
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1 Formes quadratiques sur un corps quelconque

Hypotheése fondamentale : K est un corps de caractéristique différente de 2!
Dans toute la suite, V' est un K-espace vectoriel de dimension finie n.

1.1 Définitions : formes, espaces quadratiques et morphismes

Définition 1.1. Une forme quadratique q sur V est une application ¢ : V' — K telle qu’il existe une
forme bilinéaire symétrique b, : V x V — K telle que Yv € V, ¢(v) = by(v, v).

Proposition 1.2 (Formules de polarisation). La forme b, est uniquement déterminée par les formules

be(w,y) = gz +y) —a(z) —qly) _ alz+y) —q(z—y)

2 4

Démonstration. Par définition, il existe b bilinéaire telle que b(v,v) = ¢(v). On a alors :

q(z +y) —q(z) —q(y) = bz + y,z +y) — b(z,z) — b(y,y)
=b(z,y) + by, x) par bilinéarité,
= 2b(z,y) par symétrie.

D’ott I'unicité. De méme, on a :

gz +y) —qlz —y) =blz +y,z+y) —blz—y,z—y)
= (bl 2) + bla,y) + b(y, ) + bly.y) )

- (q(:m x) = q(y. =) — q(z,y) + qa(y; y)) par bilinéarité,
= 4b(z,y) par symétrie.

O

Corollaire 1.3. L’ensemble des formes quadratiques sur V ~ K" est un K-espace vectoriel isomorphe
au K-espace vectoriel des formes bilinéaires symétriques, donc de dimension %

Définition 1.4 (Espaces et morphismes). Un espace quadratrique sur K est un couple (V, q) formé d’un
espace vectoriel V' de dimension finie sur K et d’une forme quadratique ¢ sur V.

Un morphisme d’espaces quadratiques f : (Vi,q1) — (Va,g2) est une application linéaire f : Vi — V3
telle que ba(f(x), f(y)) = bi(x,y) Vo,y € Vi, autrement dit g2 o f = ¢1.

Une isométrie est un morphisme bijectif entre espaces quadratiques.

Fait 1.5. L’inverse d’une isométrie est une isométrie.
L’ensemble des isométries d’un espace quadratique (V,q) forme un sous-groupe de GL(V'). On lappelle
groupe orthogonal et on le note O(V, q) ou plus simplement O(q).

Démonstration. L’inverse d’une application linéaire est toujours linéaire et gz o f = q1 < q1 0 f ! = ¢o.
On a O(g) = {u e GL(V), gou=g¢q} = {u e GL(V), by(u(z),u(y)) = by(x,y)}. Ainsi, pour u,v €
O(q), on auov~t € GL(V) satisfait go (uov™) = (gou)ov™t =gov™t =g¢. O

Définition 1.6. Deux formes quadratiques g1, g2 sur un méme espace vectoriel V' sont dites équivalentes
si les espaces quadratiques (V,q1) et (V, g2) sont isométriques, autrement dit s’il existe f € GL(V) telle

que gz 0 f7! =qi.

L’un des enjeux de la théorie — la classification des formes quadratique — consistera a décrire les classes
d’équivalences de formes quadratique sur K", autrement dit, a trouver un invariant total de ’action sur
groupe GL,, (K) sur lespace vectoriel des formes quadratiques.



1.2 Orthogonalité
Soit (V, ¢) un espace quadratique fixé.

Définition 1.7. On dit que deux vecteurs x,y € V sont g-orthogonauz si by(z,y) = 0.
Si W est une partie (typiquement un sous-espace vectoriel) de V', on appelle orthogonal de W dans
V Tensemble Wt = {v € V, b(w,v) =0 Vw € W}.

Fait 1.8. L’orthogonal W+ est un sous-espace vectoriel de V.

Démonstration. On a 0 € Wt et si z,y € W, si \,u € K, alors by(Az + py,w) = 0 Yw € W par
bilinéarité. Donc A\x + puy € W+. O

Définition 1.9. On appelle noyau (ou radical) de g le sous-espace vectoriel ker(q) = V+.
On appelle rang de ¢ la quantité rg(q) = dim(V') — dim(ker g).
On dit que ¢ est non dégénérée si ker g = {0}.

Fait 1.10. La forme quadratique q est non dégénérée si, et seulement si, Vv € V\{0}, Jw € V, by(v,w) #
0.
Toute forme quadratique q induit une forme quadratique non dégénérée sur V/kerq.

Définition 1.11. On appelle morphisme K -linéaire fondamental 'application

®: V —» VvV
v = b(v,)

Théoréme 1.12. (1) On a ker & = kergq.
(2) Siq est non dégénérée, alors pour tout sous-espace vectoriel W de V :
(a) Uapplication ® induit un isomorphisme ® : W+ — (V/W)*.
(b) dim W+ =dimV — dim W
() (WH)" =w.
Démonstration. L’application ® est K-linéaire.

(1) Soit v € V. On a ®(v) =0 & Vw € V, by(v,w) =0 v e VL =kerg.

(2) On suppose désormais kerq = 0. Soit W un sous-espace vectoriel de V et ¢ = @y . Alors
Vo € Wt Vw € W, ¢(v)(w) = by(v,q) = 0. Comme (V/W)* est isomorphe a l'espace vectoriel des
formes linéaires nulles sur W, on en déduit que ¢(v) passe au quotient en p(v) € (V/W)*.

Si f € (V/W)* est vue comme une forme linéaire sur V' nulle sur W, comme & est injective entre
espaces vectoriels de méme dimension, elle est surjective. Ainsi, il existe v € V tel que f = ®(v) = by (v, -).
Pour tout w € W, on a 0 = f(w) = by(v,w). Donc v € W=. Ainsi f = p(w) donc ¢ : W+ — (V/W)* est
un isomorphisme, ce qui donne (a).

En particulier, dim W+ = dim(V/W)* = dim V — dim W donne (b).

Enfin, dim (VVL)L = dim (V*/(V/W)*) = dim V* — dim(V/W)* = dim W. Comme (WL)l cw
sont des espaces vectoriels de méme dimension, on a ’égalité (c). O

1.3 Isotropie

Définition 1.13. Un vecteur v € V est dit isotrope si q(v) = 0 et anisotrope sinon.
On appelle cone isotrope de ¢ 'ensemble C(q) = {v € V, ¢(v) = 0}.
On dit que q est isotrope si C(q) # {0} et anisotrope sinon.

Fait 1.14. L’ensemble C(q) est un cone.
Démonstration. q(Az) = \2q(x). O

Remarque 1.15. En général, C(q) n’est pas convexe. Par exemple, pour V = K? et g(z,y) = 2> —y* on a
C(q) = {(x,y), 2> —y? = 0} est 'union des deux droites K(1,1) et K(1,—1) car 2% —y? = (x +y)(z —y).

Définition 1.16. Soit W un sous-K-espace vectoriel de V.
On dit que W est singulier (ou isotrope) si gy est dégénérée.
On dit que W est totalement isotrope si gy = 0.



Ezemple 1.17. Considérons (V,q) = (K3,q(a:,y,z) =22+ - 22). q est isotrope car ¢(1,0,1) = 0.
Soit W = K(1,0,1) ® K(1,1,1) hyperplan de V. Alors W est un sous-espace singulier de V car
be((1,0,1),(z,y,2)) = 0 pour tout (x,y,z) € W, car on peut le tester sur la base ((1,0,1),(1,1,1))
de W mais ce n’est pas un espace totalement isotrope car ¢(1,1,1) = 1.
Fait 1.18. Soit W un sous-espace vectoriel de V. S’équivalent

(i) W n’est pas singulier;

(i) qw est non dégénérée ;

(iii) WNW+=0;

(iv) V=WaWw.

Démonstration. (i) < (ii) < (ii1) < (iv) par définition.
(iii) = (iv) car dim W+ = dim V — dim W. O

1.4 Symétries orthogonales

Définition 1.19 (Symétries). Soit W un sous-espace vectoriel non singulier. On appelle symétrie ortho-
gonal par rapport a W 1’élément de O(q) :

Sw - V=WweWwt — \%
w+w = w—w

Si codimy W = 1, on dit que sy est une réflexion orthogonale.
Si codimy W = 2, on dit que sy est un renversement.

Fait 1.20 (Action par conjugaison de O(q)). On auo sy ou™! = Su(W)-
Fait 1.21. Siv € V est anisotrope, alors 'espace vectoriel W = (Kv)* n'est pas singulier et

b‘l(x7v)v

Ve V.
q(v)

S(K,U)L<.'I}) =x—2
Démonstration. Soit x € V qu’on écrit x = y+ v avec y € (Kv)* et A € K. Alors S(koyL (T) =y— v =

z — 2Xv. Or by(z,v) = Ag(v). Donc A = % car q(v) # 0 par anisotropie de v. O

Proposition 1.22. Les symétries orthogonales sont exactement les éléments u € O(q) tels que u? = id.
Démonstration. Par construction, les symétries orthogonales sy, vérifient s, = idy .

Soit u € O(q) tel que u? = id. Le polyndéme minimal de u est simplement scindé de valeurs propres
+1 car car(K) # 2 et V = ker(u — id) @ ker(u + id). Posons W = ker(u — id) et W’ = ker(u + id) et
montrons que W’/ = W+,

SizeWetye W, alors

by(u(z) —2,y) =0

= bq (u(x), y) - bq (.Z', :U) par linéarité
= —bq(u(z),u(y)) — be(z,y) car y = —u(y)
= —2by(x,y) car u € O(q)
Donc W/ = W+ et il s’en suit que u = syy. O

2 Eléments de classification des formes quadratiques

On se propose désormais étant donner un corps K de caractéristique différente de 2 et un entier
n € N*, de chercher a établir des invariants sous le groupe linéaire GL(V') des formes quadratiques sur
V = K™, voire une classification sous de bonnes conditions.



2.1 Ecriture matricielle

Définition 2.1. Soit B = (ey,...,e,) une K-base de V et B* = (ef,...,e}) la base duale dans V* de
B. On définit Matp(q) = (bg(€i,€5))1<; j<p

Fait 2.2. On a Matg(q) = Matg g+ (®). ot ® désigne le morphisme fondamental ®(v) = (w — by(v, w)).

Démonstration. Soit w = Z? Jwje; € V. Alors pour tout ¢ € [1,n], on a ®(e;)(w) = by(e;, w)

> i1 bylei ej)wy =370 by(ei, ej)es(w). Done @(e;) = 377, by(ei, ej)ef. D'olt I'égalité matricielle. [
Corollaire 2.3. Siz,y € V et X = Matg(z),Y = Matg(y) € M, 1(K), alors by(z,y) ='X -Matp(q)-Y
et g(z) ='X -Matg(q) - Y.
Proposition 2.4. ¢ est non dégénérée < Matp(q) € GL,(K).

Ceci ne dépend pas de la base choisie.

Démonstration. On le fait par contraposition.
= : Si Matg(q) n’est pas inversible, alors il existe Y € M,, 1(K) non nulle telle que Matg(q)Y = 0.
Donc pour tout X € M, 1(K), on a ‘X - Matg(q) - Y = 0. Ainsi, la matrice ¥ représente un vecteur

ye V4 {o}

< @ Si g est dégénérée, alors il existe z € VL \ {0}. Ainsi, pour tout u € V, on a by(z,y) = 0.
Soit j € [1,b] tel que z; # 0. Si, par 'absurde Matg(q) est inversible, alors il existe y € V tel que
Matg(q)Y = E;. Donc by(z,y) = 'XE; = z; = 0. Contradiction. O

Proposition 2.5 (Formule de changement de base). Si B, B’ sont deuzx bases, si P = ()\ivj)l<ij<n ot
e = Y1 Aijei, alors ' P Matp(q) P = Matp (q).

Démonstration.

e;

Matg (g [bq 6

|
<tp

Matg P

—~

S0~

M:

Ak,iA ;b (61@,61)1

1

)\k,izbq(ekael)Al,j]
i,j

.3

Nt ;Ms

x>
Il
—

=1

by

ek‘v 6Z)Al,]] )
,J

)

O

Définition 2.6. On dit que deux matrices M, M’ sont congruentes, s'il existe une matrice P € GL,, (K)
telle que tPMP = M'.

Proposition 2.7. Deuzr formes quadratiques q,q sont équivalentes si, et seulement si, les matrices
Matg(q) et Matg(q') sont congruentes.

Démonstration.

¢ =qou by(eiej) =bg(ule:),ule;)) V1<ij<n
& Matg(q') = " Matg(u) Mats(q) Matgs(u)



2.2 Algorithme de Gauss de réduction des formes quadratiques

Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie n avec car(K) # 2.

Définition 2.8 (Bases orthogonales). Soit ¢ une forme quadratique. Une base B = (e, ...,e,) de V est
dite g-orthogonale (ou orthogonale par rapport & g) si pour tous ¢ # j € [1,n], on a by(e;,e;) = 0.

Si, de plus, on a pour tout i € [1,n] I'égalité b,(e;,e;) = g(e;) = 1, alors on dit que B est g¢-
orthonormale (ou orthonormée par rapport a q).

Fait 2.9. B est g-orthogonale si, et seulement si, Matg(q) est diagonale.

Théoréme 2.10 (Théoréme de réduction de Gauss). Soit ¢ une forme quadratique sur V. Alors il existe
une base B qui est g-orthogonale.

De plus, le rang de q est le rang de Matg(q), autrement dit si Matg(q) = diag(aq,...,a,,0,...,0) est
de rang r, alors r = dimV — dim ker q.

Démonstration. Soit (eq, ..., e,) une base V.

Comme car(K) # 2, on a vu dans la solution d’un exercice de la Feuille n°9 qu’on peut identifier
les formes linéaires aux polynémes homogenes de degré 1 en n variables et les formes quadratiques aux
polynémes homogenes de degré 2.

Il suffit de montrer que tout polyndéme homogene @) de degré 2 en n variables X1, ..., X, s’écrit sous
la forme

Q=3 Az, 1)
=1

ou Ly,---,L, sont des polyndmes homogenes de degré 1 en Xi,---, X, linéairement indépendants et
A1, An € K™, En effet, si cette assertion est vraie, alors les formes linéaires associées aux L; forment
une base de V*, et il suffit de considérer la base B’ = (e}, - - -¢},) antéduale de celle-ci. On a alors

ou x est de coordonnées (a},--- ,a}) dans B’ par construction. On en déduit immédiatement que B’ est
orthogonale pour gq.

Nous allons donc démontrer le théoreme de Gauss pour les polyndmes homogenes de degré 2 en n
variables par récurrence sur n.

Sin =0 ou 1, c’est immédiat. Supposons maintenant que le théoréme est vrai jusqu’au rang n — 1
avec n > 2, nous allons le montrer pour n.

Soit @ € K[X1,...,X,] homogeéne de degré 2, on I’écrit sous la forme

Q = zn:azxf +2 Z (Linin.
i=1

1<i<j<n

e Premier cas : il existe ¢ tel que a; # 0.

Quitte & permuter les variables, on peut supposer que a; # 0 puis méme que a; = 1 (car si Q/a;
vérifie (1), @ également en multipliant les coefficients A; par ay).

On peut alors écrire

=2 2<i<j<n
Q= X7 +2X:L+Q
avec L et Q1 des formes respectivement linéaire et quadratique en n — 1 variables Xo, ..., X,. On écrit

alors
Q=(X1+L)*+(Q1—L?,

et on choisit A\; = 1, L1 = 1 + L. Par hypothése de récurrence, comme @Q; — L? est une forme quadratique
en n — 1 variables Xo,..., X,, on a

Q1 —L*= i)\iL?,
=2



et il ne reste plus qu’a montrer que Lq,---,L, sont bien linéairement indépendantes. Les formes
Loy, -+, L, le sont par construction, mais elles s'annulent toutes en (1,0,---,0) alors que L; non. On a
donc bien I'indépendance linéaire.

e Deuxieme cas : pour tout i, on a a; = 0.

A moins que @ soit nul (cas immédiatement résolu), on peut supposer quitte & permuter les variables
et normaliser que a1o = 1/2. Ceci permet d’écrire (suivant les mémes idées qu’auparavant)

Q= a2y + a1 LW + 2,17 + @

avec L, L’ Q1 respectivement linéaire, linéaire et quadratique, qui dépendent seulement des variables
X3,...,X,. On peut réécrire ceci

Q= (x1+ L) (o +LW) +(Q, — LW LP)
1
:Z(L%_L§)+Q2
avec
Li=x+224+ LW +LP®, Ly=uy—2o— LYW +LO  Qy=Q, —LWL?,

Par hypothese de récurrence, on peut écrire

Q2= z": AL,
=3

avec Lg,--- , L, linéaires en X3,..., X, et linéairement indépendantes. En insérant cette formule dans
Pexpression ci-dessus, on obtient (1) pour (. Pour 'indépendance linéaire, on observe que Lg,--- , L,
engendrent en fait toutes les formes linéaires en x3,---,x,, en particulier les formes Xs,..., X,. En
conséquence, vu les définitions de Ly et Lo, les formes linéaires Lq,---, L, engendrent X; + X5 et
X7 — X5, donc X7, X5. Ceci prouve que cette famille engendre les polynémes linéaires en n variables, de
dimension n, donc la famille est une base, en particulier libre. O

2.3 Application a la classification des formes quadratiques

Notation 2.11. On note K*? le sous-groupe de K* constitué par les carrés de K.

Corollaire 2.12. Si K est un corps algébriguement clos de caractéristique car(K) # 2, alors le rang est
un invariant total pour Uaction de GL(V') par équivalence sur les formes quadratiques sur V.

En particulier, il y a exactement n+ 1 classes d’équivalences.

Enfin, une forme quadratique q admet une base g-orthonormée si, et seulement si, elle est non dégé-
nérée.

Démonstration. Comme K est algébriquement clos, on a K* = K*2.

Si g est une forme quadratique, alors il existe B = (ey,...,e,) une base g-orthogonale telle que

Matg(q) = diag(Ai, ..., A, 0,...,0) avec \; € K*. On note \; = q(e;) et p; € K* tel que u? = ;. Alors
g g¢ii<r
lab B d . I = Hi - érifie Matg =(1,...,1,0,...,0).
a base onnée par e} & sinon A, 0 vérifie Matg (¢) = (1,...,1,0,...,0)
T termes

q et ¢’ sont équivalentes <= Matg (¢) et Matp/(¢’) sont congruentes. Les orbites sont alors décrites

par le rang. O

Théoréme 2.13 (Loi d’inertie de Sylvester). Si K = R, alors toute forme quadratique sur V ~ R™ est
équivalente a diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0) avec 0 < s <1 =rg(q).
—_—— —
S rT—S
De plus s est la dimension maximale d’un sous-espace de V' sur lequel q est définie positive.
La quantité g — (r, s) est un invariant totale d’équivalence des formes quadratiques réelles. On lappelle
la signature de q.

Démonstration. 11 suffit de voir que R*2 = R%. O
Corollaire 2.14. Sur R", il y a exactement (71-%1)2& classes d’équivalences.
Démonstration. Ce nombre est >."_ (> 1 =>" (r+1). O



Théoréme 2.15. Si K est un corps fini de caractéristique car(K) # 2, alors Matg(q) est congruente d
diag(1,...,1,d,0,...,0) avec d = disc(q) et r = rg(q).
——

r—1
Ainsi, ¢ — (r,d) = (rg(q),disc(q)) est un invariant total classifiant les formes quadratiques sur un
corps fini.

3 Formes hermitiennes, groupe unitaire et espaces hermitiens

On suppose dans ce chapitre que K = R ou C et que V est un K-espace vectoriel de dimension finie.

Remarque 3.1. Plus généralement, on pourrait supposer seulement que K est un corps de sous-corps
premier k et o est un élément d’ordre 2 de Auty(K). Dans notre cas particulier, o désigne la conjugaison
complexe.

On notera que C™ est aussi naturellement un R-espace vectoriel de dimension 2n, en oubliant sa
structure complexe.

3.1 Formes hermitiennes

Les formes hermitiennes jouent un réle analogue aux formes quadratiques a ceci pres qu’elles tiennent,
en plus, compte de la structure complexe sur V.

Définition 3.2. Une forme sesquilinéaire sur V est une application ¢ : V x V — C telle que :
- Vz eV, y— p(z,y) est C-linéaire;
-~ Yy eV, x— p(x,y) est semi-linéaire, c’est-a-dire que

Vz,2' €V, YA p e C, p(\z + pz',y) = Mo(z, ) + g2, ).

On généralise naturellement les notions d’orthogonalités des sous-C-espaces vectoriels de V par rapport
a ¢. Une forme sesquilinéaire est dite non dégénérée si les espaces orthogonaux de V' par rapport a ¢ sont
nuls, c¢’est-a-dire si
pour tout x € V, onaVy €V, p(z,y) =0=2=0

et
pour tout y € V, ona Ve €V, ¢o(z,y) =0=y=0

Enfin, on dit que ¢ est anisotrope si p(x,z) = 0= x = 0 et qu'elle est définie positive si
Vo e V\ {0}, o(z,z) > 0.
Remarque 3.3. Une forme sesquilinéaire définie positive est toujours non dégénérée.

Notation 3.4. La matrice d’une forme sesquilinéaire ¢ dans une C-base B = (eq,...,e,) de V, est
Matg(p) = [@(eiaej)hgi’jgn'

Pour toute matrice M = [m; jl1<i<m € M n(C), on note M = [M;_|i<i<m € Mym(C) et M* =M.
T 1<i<n T1<<n

Fait 3.5. Soit ¢ une forme sesquilinéaire sur V. Pour z,y € V, si X, Y € M,, 1(C) représentent =,y
respectivement, alors p(x,y) = X* Matg(p)Y.

Définition 3.6. Une forme sesquilinéaire ¢ est dite hermitienne (resp. antihermitienne) si Va,y € V on
a p(x,y) = @y, z) (resp. p(z,y) = —¢(y, z)).
Fait 3.7. Matriciellement,

¢ est hermitienne <= Matg(p)" = Matg(p)

et
@ est antihermitienne <= Matg(p)" = — Matg(p)

Remarque 3.8. Toute forme sesquilinéaire se décompose de maniére unique en somme d’une forme her-
mitienne et d’une forme antihermitienne.

En effet, (z,y) — ¢(x,y) £ ¢(y, z) sont respectivement hermitienne et antihermitienne, ce qui donne
I’existence. On laisse 'unicité en exercice au lecteur.




Remarque 3.9. Si K = R, alors une forme sesquilinéaire est en fait R-bilinéaire et une forme hermitienne
est la forme polaire d’une forme quadratique réelle.

Définition 3.10. On appelle espace hermitien un couple (H, ) formé d’un C-espace vectoriel de dimen-
sion finie et d'une forme hermitienne définie positive .

On appelle espace euclidien un couple (E, ¢) formé d’un R-espace vectoriel de dimension finie et d’une
forme bilinéaire symétrique définie positive .

Sur un tel espace, la forme ¢ permet de définir une norme || - || : z — ¢(z,x). On dit que ¢ est un
produit scalaire hermitien (resp. euclidien).

Proposition 3.11 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit (H,¢) un espace hermitien. Alors pour tous
z,y € H, on a
oz, y)| < llllllyl

avec égalité si, et seulement si, la famille (z,y) est lie.

Corollaire 3.12. Une forme hermitienne positive est définie si, et seulement si, elle est non dégénérée.

3.2 Endomorphismes remarquables

Dans cette section, on se fixe ¢ une forme sesquilinéaire (ou hermitienne) non dégénérée sur V.
Fait 3.13. Pour toute forme linéaire f € V*, il existe un unique x = x5 € V tel que p(z,-) = f.

Proposition-définition 3.14. Soit v € End¢ (V). I existe un unique endomorphisme «* € Endc(V) tel
que Vz,y € V, p(u*(x),y) = p(x,u(y)). On lappelle endomorphisme adjoint de wu.

Démonstration. Matriciellement, on a M = Matg(p) € GL,(C) car ¢ est non dégénérée. Donc
Matg(u*) = M~ Matg(u)* M convient. O
Corollaire 3.15. Soit u,v € Endc(V) et A € C. On a les égalités :

1. (u) =u;

2. ()" = u*;

3. (uy +u2)" = ul +ub;

4. (ugoug)” = uboui.
Définition 3.16 (Endomorphismes remarquables). Soit v € End¢ (V). On dit que u est :

— normal si u* ou =uou*;

— hermitien si u* = u;

— antihermitien si u* = —u;

— unitaire si u* ou = idy .

L’ensemble U(p) des endomorphismes unitaires pour ¢ est un sous-groupe de GL(V') appelé groupe
unitaire. On note également SU(p) le sous-groupe des endomorphismes unitaires de déterminant 1, appelé
groupe spécial unitaire.

Fait 3.17. Les endomorphismes hermitiens, antihermitiens, unitaires sont normaux.

Remarque 3.18. Si on remplace partout C par R, alors une forme hermitienne est simplement une forme
quadratique et on parle alors d’endomorphisme symétrique pour hermitien, antisymétrique pour antiher-
mitien, orthogonal pour unitaire.

On trouve aussi parfois la terminologie endomorphisme auto-adjoint — au lieu de symétrique, hermitien
— mais ceci s’intéresse davantage aux espaces de dimension infinie provenant de ’analyse.
3.3 Réduction des endomorphismes normaux

On suppose désormais que @ est une forme hermitienne anisotrope.

Lemme 3.19. Si u est un endomorphisme normal et P € C[X], alors P(u) est normal.

Démonstration. P(u)* = P(u*). Donc si u et u* commutent, alors P(u) et P(u*) aussi. O

Proposition 3.20. Si u est un endomorphisme normal et P € C[X], alors (ker P(u))" est stable par u.
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Démonstration. Soit y € (ker P(u))" et z € ker P(u). On veut montrer que ¢(z,u(y)) = 0. On a
oz, u(y)) = eu*(x),y). Mais P(u) o u*(z) = u* o P(u)(z) = 0. Donc u*(x) € ker P(u). Donc
p(u*(z),y) =0. O

Proposition 3.21. On a keru* = (imu)" et im (u*) = (keru)®

Démonstration. y € keru* < Vo € V, o(u*(y),z) =0

e VreV, o(y,u(z) =0

sye (imu)t

. . . . . L
En échangeant v et u*, on a keru = (im u*)J‘. On conclut car en dimension finie (WJ-) = W pour tout
sous-espace vectoriel W de V. O]

Proposition 3.22. Siu est normal, alors imu = (ker u)J'

Démonstration. Soit z € (imwu)™. On a

® ,T) car u est normal
= o(z,u(u*(x))) car o est hermitienne
0

car z € (imu)®

Comme ¢ est anisotrope, on a u(z) = 0 donc = € kerw. Ainsi (im u)L C keru. On a égalité par égalité
des dimensions en appliquant le théoréme du rang : dimimu = dim V' — dim ker v = dim (ker u)J‘. O

Théoréme 3.23. Soit u un endomorphisme normal (K =R ou C) et x, = [[/~, P** la décomposition

du polynome caractéristique de u en puissances de polynomes irréductibles unitaires deux a deux premiers
1

entre euz. Alors V = @ ker P;(u).
i€[1,m]
En particulier, u normal est diagonalisable en base orthonormée pour ¢ si, et seulement si, x, est
scindé.

Démonstration. On a vu que P;(u) est normal et que im P;(u) = (ker P;(u))". De plus, im P;(u) N
ker P;(u) = 0 car ¢ est anisotrope. Donc on en déduit par récurrence immédiate que ker P;(u)? = ker P;(u)
pour tous %,j > 1. Le lemme des noyaux nous donne V = @ ker P;(u)™ = @ ker P;(u). Il suffit
i€[1,m] i€[1,m]

de vérifier que la somme directe est orthogonale.

Par Bézout, il existe des polynémes U,V € K[X] tels que UP, + VP; = 1. Soit = € ker Pj(u)
quon écrit x = U(u) o P;(u)(z) + V(u) o Pj(u)(z) = Pi(u) o U(u)(z) € im Pi(u) = (ker P;(u))™. Ainsi
ker P;(u) C (ker P;(u))*, donc la somme directe est orthogonale. O

Théoréme 3.24 (Théoréme spectral). Soit V' un K-espace vectoriel et ¢ une forme sesquilinéaire non
dégénérée sur V. Soit u un endomorphisme p-autoadjoint. Alors u est diagonalisable sur K et admet une
base p-orthogonale de vecteurs propres.

Corollaire 3.25 (Théoréme spectral hermitien).
On suppose que @ est hermitienne définie positive. Soit u € Endc (V). Alors

u est normal <= u est diagonalisable en base w-orthonormée
et
u est unitaire <= u est diagonalisable en base p-orthonormée et ses valeurs propres sont de module 1.

Corollaire 3.26 (Théoréme spectral euclidien).
On suppose que (V, ) est un espace euclidien. Soit u € Endg(V'). Alors

u est symétrique <= u est diagonalisable en base p-orthonormée,
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u est normal <= u est diagonalisable par blocs en base orthonormée,

a —b N
avec des blocs de la forme M; = (b a ) avec b €R™ eta €R , et
(a) avec a € R

u est orthogonal <= u est diagonalisable par blocs en base p-orthonormée

cosf —sinf 0 cR
avec des blocs de la forme M; = sinf  cosf avee ,
(a) avec a € {£1}

Les démonstrations de ces deuzx corollaires sont laissées en exercice au lecteur.
Pour conclure voici un procédé pour obtenir des bases orthonormées.

Proposition 3.27 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit (H, ¢) un espace hermitien et
(e1,...,en) une base quelconque de H. Alors il existe une K-base (f1,..., fn) de H qui est p-orthonormée
et telle que Vect(f1,..., fm) = Vect(er,...,em) pour tout 1 < m < n.

el

Démonstration. Pour m = 1, on pose f; = ——2—.
v ler,er)

Supposons (fi,..., fm) construite de sorte que ¢(fi, fi) = 1 et o(fi, f;) = 0pour 1 < ¢ # j <
m et Vect(fi,..., fm) = Vect(er,...,em). SOit gmi1 = €mi1 — 2orey @(€m1, fi)fi # 0 car epy1 &

gm+1

Vect(f1,..., fm). On pose fri1 = TS On vérifie alors par linéarité de f,,+1 convient. O
PlIm+1,9m+1

3.4 Interprétation matricielle du théoréme spectral, décomposition polaire

On note S, (R) l’espace vectoriel des matrices symétriques réelles, S;F(R) le cone des matrices sy-
métriques positives (i.e. ' XMX et S T(R) l’ensemble des matrices symétriques définies positives. Le
théoréme spectral se réécrit :

Théoréme 3.28 (Théoréme spectral matriciel et réduction simultanée).

(1) Toute matrice M € S, (R) s’écrit M = P~1DP avec P € O,(R) et D diagonale.

(2) Si M € S,(R) et Q € S;FT(R), alors il existe P € GL,(R) et D diagonale tels que Q = 'PP et
Q='PDP.

Démonstration. (1) On montre d’abord que toutes les valeurs propres complexes de M sont réelles. En
effet, si A € C est valeur propre, de vecteur propre complexe X € M,, 1(C), alors MX = AX donc
AX*X =(0X)"X = (MX)"X = X*MX = AX*X. Comme X*X = || X| > 0, on en déduit que A = X
est réel.

Ainsi, M admet un vecteur propre réel X et comme M est normal, on a également une décomposition

1
en somme directe orthogonale de sous-espaces M-stables RX @ X+ = R™. On conclut par récurrence sur

la dimension.
(1) = (2) : y réfléchir. O

Corollaire 3.29 (Unicité de la racine carrée). Toute matrice M € S;F(R) admet une racine carrée
N € S (R), c’est-a-dire N?> = M.
Si M € §; T (R), alors N € ST (R) est unique.

Démonstration. On écrit M = P~ 'DP avec D = diag()\1,...,)\,) diagonale constituée des valeurs
propres de M, donc (resp. strictement) positives.

Existence : N = P~ tdiag(v/)1,. ..,V A,)P convient.

Unicité : Soit S € S (R) telle que S? = M. Alors S est diagonalisable et commute & M. Soit Q le
polynéme interpolateur de Lagrange donné par Q()\;) = /A;. Alors Q(M) = Q(P~'DP) = P~'Q(D)P =
P~'Y/DP = N. Comme S et Q(S?) = Q(M) = N commutent, ils sont codiagonalisables. Soit U = S~'N.
Alors U € §;FF car {(S7IN) = IN!S~1 = NS~ = S7IN et les valeurs propres de U sont des produits
d’une valeur propre de N et d'une valeur propre de S~—! donc strictement positives. De plus U? =
S=2N2? = M~'M = I,,, donc les valeurs propres de U sont dans {£1}. Ainsi U = I,, donc S = N. O

Théoréme 3.30 (Décomposition polaire). Pour toute matrice M € GL,,(R), il existe un unique couple
O € O,(R) et S €S (R) tel que M = OS.
L OB X STT(R) - GL,(R)
De plus, lapplication (0,9) o 0S
Pour toute matrice M € M,,(R), il existe un couple O € O,(R) et S € S} (R) tel que M = OS, ce
couple n’est pas nécessairement unique.

est un homéomorphisme.
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Démonstration. Unicité : Si M = OS, alors ‘MM = 'St0O0S = 'SS = S?. Ainsi nécessairement
S = VtMM et donc O = MS™!.

Existence : Il reste & montrer que O = MS~! est orthogonale.

0'0 = (MS M (MS™1) = MS™ 1S M = MS™>M = M (‘MM) ™" M =1,

Ainsi Papplication (O, S) — OS est bijective, continue. Il reste & montrer que son inverse est continue.
On utilise un critére métrique de caractérisation. Soit My, k—> M. On écrit My = Oy Sy avec Oy € O, (R)
—> 00

et Sy € S;T(R). Comme O, (R) est compact, on peut extraire une sous-suite convergente O,y . 0.
— 00

Alors limy_, o O;(lk)Mw(k) =O' "' M est symétrique comme limite de matrices dans ’espace vectoriel des

matrices symétriques (fermé de GL,(R) donc, par unicité O’ = O est la seule valeur d’adhérence de la

suite (O). Ainsi Oy — O et donc Sy = Oy 'M, — S. O
k— o0 k— o0

Corollaire 3.31. Le groupe O, (R) est un sous-groupe compact mazimal de GL,(R).
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