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L’enjeu de ce cours est de proposer a quelques semaines des écrits un cours qui recoupe plusieurs
notions du programmes tant d’algebre que de géométrie différentielle. On y rappelle les propriétés im-
portantes de I’exponentielle de matrice et des applications, en particulier au groupe linéaire. Il ne saurait
constituer d’aucune fagon un plan pour la legon éponyme.

Si peu de legons sont directement concernées par ce cours, il pourra néanmoins proposer des méthodes
dont l'utilisation est récurrente dans les sujets d’écrit de I'agrégation. La structure de ce cours est faite
pour regrouper par thémes les applications des différentes propriétés de I’exponentielle, bien que la plupart
de celles-ci soient démontrables deés le début.

1 L’exponentielle de matrices

On notera que 'exponentielle est, le plus souvent, définie comme une série convergente et que par
conséquent, cela nécessite une topologie satisfaisante — disons compléte — du corps de base. Dans toute
la suite, le corps de base K sera toujours R ou C comme le suggere le programme de ’agrégation. Libre
a vous de réfléchir & la définition de I’exponentielle sur un corps p-adique de caractéristique zéro (i.e.
extension finie de Q).

1.1 Définitions et propriétés de base

L’algebre M,,(K) est munie (pour les définitions) d’une norme d’algebre || - ||, ¢’est-a-dire une norme
telle que

VA, B € Mn(K), [AB| < [IA[||B]-

Par exemple, si | - | est une norme sur R”, la norme subordonnée ||A|| = sup |Az|, on S | désigne la
est
I
spheére unité de R™ pour la norme |- |, est une norme d’algebre sur M, (K). L’espace vectoriel M,,(K) est

automatiquement complet pour cette norme (car de dimension finie). On identifiera M,,(R) a la variété
R pour le point de vue de la géométrie différentielle.

Définition 1.1 (Exponentielle).
Pour toute matrice A € M,,(K), définissons la série en A

Elle converge normalement sur tout compact, et définit donc une fonction continue sur M,, (K), appelée
exponentielle de matrices.

Démonstration. Comme on a choisi une norme d’algébre, pour tout k € N,

qui est le terme général de la série convergente exp(||A]|). On a donc bien la convergence normale sur
tout compact de M,,(K) et le reste en découle (en particulier, || exp A| < exp(||4]])). O

HAH’“

Voici quelques propriétés de base de I’exponentielle pour se faire une premiere idée.

Proposition 1.2.
(a) Pour toute matrice A € M,,(K), exp(*A) ="'exp A.

(b) Pour toute matrice A € M, (K), exp A = Pa(A) pour un certain polynome Py € K[X] (qui dépend
de Al).

(¢) Si D = diag(\1,- -+, \n) est diagonale, alors eP = diag(e?, -+, e*) aussi.

(d) Si N est nilpotente, alors e™ = >} _, JZ—,k

Démonstration. Notons, pour tout M € N, Py (A) = 22/[:0 AF /E!. Par définition de la série, on a toujours

exp A = Ml_i}n}_Oo P (A),



Pour tout polynome P € K[X], P(*A) ='P(A) d’ot le (a). Plus grossiérement, I'ensemble des polynomes
en A est un sous-espace vectoriel de M,,(K), en particulier fermé, ce qui prouve le (b).

Les formules (¢) et (d) découlent des expressions explicites des Ppr(A) lorsque A est diagonale ou
nilpotente (pour ce dernier cas, A¥ =0 si k > n d’ou le résultat). O

On s’attend bien siir a généraliser des propriétés de I’exponentielle ordinaire a celle des matrices, ce
qui n’est pas aussi immédiat qu’il y parait.

Eremple 1.3. Par exemple, prenons

(1) =)

Alors, on calcule immédiatement (comme A% = B? = 0) que

11 10
eXpA—(O 1), expB-(1 1)

mais par ailleurs, (A + B)? = I, donc
I A+ B
exp(A+ B) = Z le' + Z m = cosh(1)Iz + sinh(1)(A+ B) # exp A - exp B.
k>0 E>0
Le vrai résultat est la propriété suivante.

Proposition 1.4.
Si A, B € M, (K) commutent, alors exp(A+ B) = exp A - exp B.

Remarque 1.5. On retrouve dans ce cas qu’en particulier exp A et exp B commutent, ce qui était prouvable
avant car exp B est un polynéome en B qui commute avec A, donc commute avec tout polynéme de A
donc avec exp A.

Démonstration. Comme on a affaire & deux séries normalement convergentes, on peut réécrire par le
théoreme de Fubini

+oo 1 ke 400 m AkBm—k
expA-expB = Z MAB :Z 7k!(m—k‘)! .
k,£=0 m=0 \k=0

Or, par la formule du binéme de Newton, comme A et B commutent, le terme général en m a droite n’est
autre que %

~— et on conclut immédiatement. O
Voici deux premieres applications fondamentales de ce résultat
Corollaire 1.6. Pour toute matrice A € M, (K), la matrice exp A est inversible et
exp(A) ! = exp(—A)
En particulier, ’exponentielle est d valeurs dans GL,,(K).

Démonstration. 11 suffit d’utiliser la formule avec A et —A. O

Corollaire 1.7. Si on considére la fonction g4 : R — M, (R) définie pour A fixé par ga(t) = exp(tA),
cette fonction est C*° et pour tout t € R,

ga(t) = Ag(t) = g(t)A.

Démonstration. 11 s’agit, pour utiliser la formule précédente, de remarquer que tA et t’ A commutent pour
tous t,#' € R. On a donc, pour h € R tendant vers 0,

ga(t +h) = ga(t)ga(h) = ga(t)(1 + hA+ o(h?))
car g4(h) est une série entiére en A. On a donc

ga(t+h) —ga(t)
h

= Aga(t) + o(h),

ce qui démontre que g4 est dérivable en ¢ de dérivée Aga(t) (ou ga(t)A car ils commutent). O



Exercice 1.
(a) Montrer plus généralement que pour toute fonction dérivable A : R — M,,(R) telle que pour tout
teR, A'(t) et A(t) commutent, on a

(exp A(t)) = A'(t) exp A(t).

7 L2 AR A A A t
(b) Montrer que cette égalité n’est pas vérifiée en général, par exemple A(t) = (8 1)'

1.2 Réduction et exponentielle de matrices
La formule fondamentale nous donne également une piste pour calculer plus facilement I’exponentielle.

Proposition 1.8.
(a) Pour toutes matrices A € My, (K) et Q € GL,(K),

exp(Q1AQ) = Q 'exp(4)Q.
(b) Supposons que D est une matrice diagonalisable de valeurs propres Ai,..., An. Alors, si P est un

polynome tel que pour tout i € {1,--- ,n}, P(\;) = exp(\;) (par exemple un polynéme d’interpolation de

Lagrange), on a exp D = P(D). En particulier, exp D est diagonalisable.
(¢) Si A= D + N est la décomposition de Dunford de A, la décomposition de Dunford de exp A est

expA=expD+expD-(expN —I)(=expD -expN)
(d) Pour toute matrice A € M, (K), on a
det(exp A) = exp(Tr A).

Remarque 1.9. L’intérét du (b) est qu’on peut calculer 'exponentielle dés qu’on connait les valeurs propres
de D, sans avoir recours a la diagonalisation de D elle-méme.

Démonstration. (a) On réutilise les polynomes Pys(A) plus haut. Alors,

ep(QTIAQ) = | lim Pu(QT'AQ)

= lim Q 'Pu(A)Q

M —+o00
= Qi Pu(4)Q
= Q lexp(4)Q

par continuité de la conjugaison par @ dans M, (K).
(b) Reprenons les notations de ’énoncé. 1l existe @ € GL, (K) telle que

D =Q 'diag(\1,- -, \)Q.

Alors, d’apres le (a),
eXpD = Qil diag(eAH e 7e>\n)Qa

mais d’un autre coté, par construction de P,
diag(e, -, e*) = P(diag(A1, -+, \n)).
On fait la substitution, et utilise encore la conjugaison par @), pour obtenir
exp D = P(D).

(¢) Comme D et N commutent, exp D et exp N commutent également comme remarqué précédem-
ment, et exp A = exp Dexp N. Ensuite, exp D est diagonalisable comme on vient de le montrer, et
exp N — I est nilpotente car une somme de matrices nilpotentes qui commutent, donc exp D(exp N — 1)
est bien nilpotente encore une fois car les deux facteurs commutent. On a donc bien la décomposition de
Dunford de exp A, par unicité.

(d) Si T est une matrice triangulaire supérieure, ses itérées le sont également, et on voit directement
que les coeflicients diagonaux de exp T  sont donc 'image par ’exponentielle de ceux de T'. Ceci entraine la
formule pour les matrices triangulaires supérieures, et on la déduit dans le cas général par trigonalisation
sur C et par le (a) (ou alternativement Dunford). O



Ces résultats de réduction permettent de connaitre un peu mieux le comportement de ’exponentielle,
notamment son injectivité.

Proposition 1.10.
Soit A € M, (K) trigonalisable sur K (automatique si K= C). Alors :
(a) A est diagonalisable sur K si et seulement si exp A l’est.
(b) exp A =1 si et seulement si A est diagonalisable sur C et le spectre de A est inclus dans 2inZ.
(¢) Si A, B sont réelles et diagonalisables sur R, alors exp A = exp B si et seulement si A = B.

Démonstration.

(a) L’implication directe est le (b) de la proposition précédente. Réciproquement, supposons A trigo-
nalisable et exp A diagonalisable. On a la décomposition de Dunford A = D + N dans M,,(K), et il faut
donc montrer que N = 0. Par le (¢) précédemment, et I'unicité de la décomposition de Dunford de exp A,
on sait que

expD - (expN —I) =0,

donc exp N = [ par inversibilité des exponentielles. Or,

n—1
Nk
N-I=N-(I+Y +—|=N-(I-N
b ( _Fk_o(k-+])!> ( )

ou N’ est encore nilpotente en tant que somme de matrices nilpotentes qui commutent. Cela impose que
I + N’ est inversible : en effet, on a

n n n+1
(1= NV = SN = STV = 1= () =T
k=0 k=0 k=1

par hypothése. Comme exp N = I, on a donc nécessairement N = 0 ce qui prouve que A était bien
diagonalisable.

(b) Par le (a), exp A = I si et seulement si A est diagonalisable et exp A = I, et on utilise ’expression
pour I'exponentielle d’'une matrice diagonalisable, sachant que le noyau de I’exponentielle habituelle est
2im7.

(¢) Un sens est évident, supposons réciproquement que exp A = exp B. Par le (a), on en déduit
que A et B sont diagonalisables sur R. Alors, A est un polynéme en exp A et de méme pour B. En
effet, ’exponentielle étant injective sur R, on peut trouver un polynéme P4 qui envoie e* sur A pour
toute valeur propre de A. On a alors A = Py(exp A) par des arguments similaires & la Proposition 1.8.
Maintenant, 1’égalité exp A = exp B impose que A et B soient tous les deux dans 'algébre engendrée par
cette matrice, en particulier elles commutent et A — B est diagonalisable sur R. On a alors

exp(A — B) = exp(A) exp(B) ™' = I.

Comme A — B est diagonalisable sur R, son exponentielle également, et ses valeurs propres sont les images
par I'exponentielle de celles de A — B, mais l'identité a pour seule valeur propre 1. Les valeurs propres
de A — B sont donc toutes 0, ce qui impose A = B. O

Exercice 2.
0 t

4 O)' En déduire des matrices réelles dont 1’expo-

Calculer, pour tout t € R, I'exponentielle de (

nentielle est I'identité.

Exercice 3.
(a) Pour toute matrice A telle que ||A — I|| < 1, on définit le logarithme de A par

_ L (A-DF
log(A4) = Z((—l)k T E

k>1

Montrer que cette série converge uniformément sur tout compact du domaine ||A — I|| < 1, en déduire
qu’elle définit une fonction continue sur ce domaine.

(b) Montrer que I'exponentielle et le logarithme sont inverses I'un de lautre lorsqu’ils sont tous les
deux définis.



1.3 Image de I’exponentielle

Le but de cette section est de calculer 'image de 1’exponentielle, totale ou restreinte a divers sous-
espaces.

Proposition 1.11. L’ezponentielle est surjective de M, (C) dans GL,(C).

Démonstration. Bien que ce soit contre-intuitif, on va en fait montrer un résultat plus fort : pour toute
matrice B € GL,,(C), il existe un polynéme P € C[X] tel que

B = exp(P(B)).

Pour ceci, écrivons la décomposition de Dunford B = D+ N de B. Comme B est inversible, D également
(cf. construction de la décomposition de Dunford) et on peut écrire B = D(I + D~!N). Comme D et
N commutent, il suffit donc de montrer que D est une exponentielle d’'un polynéme en D (car c’est
un polynéme en B) et I + D™1N également. Pour la partie D, on réutilise les outils de la proposition
précédente. Pour l’autre partie, on utilise le logarithme de I + D' N, c’est-a-dire

- 1 (DTIN)F
;(_1)“ -

Par un calcul formel (fini), on montre directement que l’exponentielle de cette matrice n’est autre que
I+ D7 N, et c’est gagné. O

Corollaire 1.12. Le groupe GL, (C) est connezxe par arcs.

Démonstration. Prenons une matrice B € GL,,(C). Par le résultat précédent, il existe A € GL,,(C) tel
que exp A = B, et on a alors le chemin ¢ — exp(tA) qui en 0 vaut I et en 1 vaut B, continu, a valeurs
dans GL,(C), ce qui prouve la connexité par arcs. O

Corollaire 1.13. Pour toute matrice B € GL,(C) et toute puissance p € N, il existe A € GL,(C) telle
que AP = B.

Démonstration. 1l suffit de prendre Ay telle que exp Ag = B et ensuite A = exp (%). O

Proposition 1.14. L’image de 'exponentielle de M,,(R) dans GL,(R) est ezactement l’ensemble des
M? ou M € GL,(R).

Démonstration. Si B = exp A avec A € M,,(R), alors B = exp (%)2 par la formule, et donc c’est bien un
carré de matrice réelle. Réciproquement, supposons que B = M? avec M € GL,(R). Alors, par la preuve
de la surjectivité ci-dessus, il existe P € C[X] tel que M = exp(P(M)). On a finalement

B = exp(P(M))? = exp(P(M)) exp(P(M)) = exp((P + P)(M))
et le polynéme P + P est réel, donc on a bien une exponentielle de matrice réelle. O

Exercice 4.
Montrer que I'exponentielle est un homéomorphisme de S,,(R) dans S;F+(R). Prouver I’analogue dans
le cas complexe.

2 Sous-variétés de R"

Une application différentiable c’est une application qui ressemble localement & une application linéaire.
Ceci est remarquablement illustré par le théoréme d’inversion locale. De plus, le théoreme des fonctions
implicites va nous permettre de construire des parties de R™ qui ressemblent localement & des sous-espaces
vectoriels. On parlera alors de sous-variétés de R”.

Dans toute la suite, on supposera m,n € Net k € {1,2,...,00}.



2.1 Inversion locale et fonctions implicites

Théoréme 2.1 (Inversion locale). Soit E et F des espaces de Banach (typiquement E = R™ et F = R™ ).
Soit U un ouvert non vide de E et f : U — F une application de classe C*. S’il existe o € U tel que

Df(xg) € LE,F) est inversible, alors il existe un ouwvert U’ de E contenant xg tel que la restriction
fior U — f(U') de f a U’ est un Ck-difféomorphisme.

Démonstration. On veut trouver localement un inverse a f, c’est-a-dire résoudre y = f(x) sur des voi-
sinage y € B(f(x0),r’") et * € BF(xg,r). On pose gy(z) = x — Df(xo) (f(z) — y) de sorte que
y = £(z) & g,(x) = 2.

On se réduit ainsi & un probléme de point fixe. On a Dg,(z) = Id — Df(x)~! o Df(z). Comme f
est supposée au moins de classe C', sa différentielle Df est continue en xy donc il existe r > 0 tel que
BF(zo,7) C U et pour z € BF (zg,7), on ait |[Dgy,(z)|| < 3.

Par le théoréme des accroissements finis, on a pour s > 0 assez petit et y € B(f(xg), s) :

lgy(x) —zoll < llgy(wo) — moll + 3llz — zoll
< |Df(@o) M (f(zo) = y)|| + 37
< s|Df(xo) '+ 5

Ainsi, pour 0 <'s < grpri=ry et y € B(f(z0),s), on a g,(BF (z0,7)) C BF(z0,7). Donc g, est 3-
contractante sur BF (xg, 7). Ce qui nous donne I'existence, pour y € B(f(xg), s) d’un unique x € B(xq, )
tel que g, (z) = x, autrement dit f(z) = y.

On a donc une bijection f : U' — V' pour U’ = B(zg,7) N f~YH(B(f(20),8)) et V' = B(f(x0), s).
Montrons que f~!: V' — U’ est différentiable et calculons sa différentielle. Soit y € V' et y +k € V',
Posons x = f~(y) et h= f~Y(y+ k) — f~1(y). Alors :

h=gyrk(@+h) = gy(@) = [gyar(@+ 1) = gyix(@)] + [gy16(@) = gy(@)]

Par le théoréme des accroissements finis, on a H [gy+k(x +h) — gy+r(x ”‘ < M De plus [gwk( ) —

gy(z )} = Df(xo) (k). Ainsi M < Hh [g,,_,_k(x—l—h — gy+k(z M |Df(xo)~|||k|. En particulier
151l = O([I%[])-

Comme f est différentiable en x, on a :
k= f(z+h) = f(z) = Df(x)(h) +o(|[hl]) = Df(z)(h) + o(|[k])

Ainsi f~Yy+ k) — f~ y) =h = Df(f1(y)) "L (k) + o(|| k).

Ceci montre que f 1 est différentiable en y et en particulier continue, et que sa différentielle est
D( f_l)( ) = Df(f~'(y))~!. En particulier, on obtient par une récurrence immédiate que f~! est de
classe C*. O

Voici par exemple deux lemmes calculatoires parfois utiles sur ’exponentielle de matrices.
Exercice 5. Soient A, B € M,,(K) deux matrices avec K = R ou C. Montrer qu’alors

0 g (o (2) o (2)) w3

@) i (o0 (£) ex0 (£) exo (<) oo (~2)) =espa. 1)

Démonstration. Pour le (1), on écrit exp (£) = I, + 4 + O(7=) et exp (£) = I, + & + O(7=). Alors
A BY _ A+B 1 A B ,
exp (N) exp (N) =I,+5~>+0 (NZ)' Donc exp (N) exp (N) reste dans une boule de M,,(K) centrée
1 contenue dans I'image W d’un difféomorphisme local de exp : V. — W. Notons log : W — V son
inverse. Alors N log (exp (%) exp (%)) =A+B+0 (%) Donc finalement (exp (%) exp (%))N — Nooo
exp(A + B).
Le (2), analogue, demande d’étudier un DL & lordre 3 et est laissé en exercice au lecteur. O

Théoréme 2.2 (Théoréme des fonctions implicites 1). Soit U un ouvert non vide de R™. On suppose
m < n. Soit f: U — R™ une application de classe C*. On suppose que xog € U est tel que Df(zg) €
L(R™,R™) est surjective.

Alors il existe



— un ouwvert U' C U contenant x,
— un ouvert V de R™
— et un C*-difféomorphisme ® : U’ — V

tels que fo ® 1 : V — R™ est la restriction a V de la projection canonique 7 : R" — R™.
Autrement dit, le diagramme suivant commute :

U/

1

V —"s R™
On peut le reformuler de la maniere suivante :

Théoréme 2.3 (Théoreéme des fonctions implicites 2). On suppose m < n. Soit U un ouvert non vide
de R"™™ x R™. Soit f : U — R™ une application de classe C*. On suppose que (zo,v0) € U est tel que
Dy f(x0,y0) : b — Df(x0,90)(0,h) € LR™,R™) est inversible et que f(xo,y0) = 0.

Alors, au voisinage de (xo,Y0), l'ensemble des (z,y) € R"™™ x R™ tels que f(x,y) est le graphe d’une
application g de classe C*.

Autrement dit, il existe

— un ouwvert U' C U contenant (o, yo),
— un voisinage ouvert V.C R™ de x
— et une application g : V — R™ de classe CF

tels que :
(z,y) e U et f(z,y) =0<=xz €V ety=g(x)

Démonstration. On pose F(x1,...,x,) = ((xl, ey Tp—m), f(z1, .. ,:177,)> Alors DF(x9,y0) est inver-

sible. Par le théoréme d’inversion locale, il existe un C*¥ difféomorphisme ® entre ouverts de R™ tel que
Fo®~! =7 Donc « résoudre f(x,y) =0 cest facile ». O

2.2 Sous-variétés de R"

Le théoréme des fonctions implicites permet de « construire » des parties de R™ qui ressemble locale-
ment a un sous-espace vectoriel. On va s’intéresser aux parties M de R™ qui ont cette propriété locale en
tout point.

Proposition 2.4. Soit M C R" et d < n un entier. S’équivalent :
(i) (Redressement local) pour tout xo € M, il existe un voisinage ouvert U C R™ de xq, un ouvert
V CR" et un Ck-difféomorphisme ® : U — V tel que ®(UNM) =V N (R? x {0}) ;
(i) (E’quation locale) pour tout xg € M, il existe un voisinage ouvert U C R™ de xg et une application
f:U — R telle que Df(xg) est surjective et UNM = f~1({0});

(iii) (Graphe local) pour tout point xg € M, il existe un voisinage ouvert U C R™ de xg, un isomor-
phisme u € GLg(R), un ouvert V.C R? et une application g : U — R"~¢ de classe C* telle que
WU N M) = {(z,9(x)) , z€V};

(iv) (Image d’un plongement) pour tout xo € M, il existe un voisinage ouvert U C R™ de xq, un

ouvert V.C R% et un plongement h: V — R™ (c’est-a-dire que V et h(V') sont homéomorphes) qui
est une immersion (c’est-d-dire que Vx € V' Dh(x) est injective) tels que h(V) =M NU.

Exercice 6. Le démontrer.

Définition 2.5. Si M C R"™ satisfait les conditions équivalentes de la proposition 2.4, alors on dit que
M est une sous-variété de R" de dimension d et de classe CF.
Ezemple 2.6 (Le cercle unité est une sous-variété du plan de dimension 1).
(i) S'={(z,y) €R?, 2®+y* =1}. On prend ®(z,y) = (z,2° + ¢y — 1) ou U(z,y) = (y,2* +y* — 1).
(i) St = f~1({0}) pour f(z,y) = 22 +y*—1 définie sur U = R?\ {(0,0)}. En effet, pour tout (x,y) € U,
la différentielle D f(z,y) = 2xdx + 2ydy est surjective.
(iii) Pour U =R xR%,ona S'NU = {(z, V1 —2?)}.



(iv) St = {(cost,sint) , t € R} et h(t) = (cost,sint) :Jtg,to + 27[— R? est un plongement, une immer-
sion et un homéomorphisme.

Comme une sous-variété de R™ ressemble localement a un sous-espace vectoriel, on peut localement
Iapproximer par un sous-espace vectoriel de R™. On l'appelle espace tangent.

Proposition-définition 2.7. Soit M une sous-variété de R™ de classe C* de dimension d. Soit zq € M.
En utilisant les mémes notations que la proposition 2.4, les espaces vectoriels suivants sont isomorphes
et s’identifient canoniquement deux & deux :

(i) {~/(0), v:]—e,e = M de classe C' tel que v(0) = o} ;

(i) ker(Df(xo)) ot UN M = f~1({0});

(iif) {(y, Dg(z0)(y)) , y € R?};

(iv) Tm(Dh(h~! ({z0}))
On l'appelle espace tangent de M en xg € M et on le note T,, M.

Exercice 7. Ecrire les isomorphismes.

On doit également définir des applications différentiables entre sous-variétés. Remarquons que le
paramétrage local d’une sous-variété est défini localement a difféomorphisme pres.

Fait 2.8. Soit M une sous-variété de R de dimension d de classe C* et x € M. Soit U,U’ C R? des
ouverts contenant x et : U — M,y : U' — M des paramétrages locauz. Alors, il existe des ouverts
V CUetV' CcU et un Cr-diffeomorphisme ¢ : V — V' tel que |y = ' o ¢.

Définition 2.9. Soit M une sous-variété de R™ de dimension d de classe C* et 2 € M. Soit U C R¢
un ouvert contenant x et ¢ : U — M un paramétrage local. Soit F un espace vectoriel normé et
f:M — F.On dit que f est de classe C* en x si f o1 est de classe C* en x. On note alors Df(z) =

D(f o)~ (x)) o D¢~ (x)) "

Proposition 2.10. Si f : M — M’ est une application de classe C* en x € M, entre sous-variétés, alors
la différentielle en x définit une application Df(x) : Ty M — Ty M'.

Dans ce contexte, on est naturellement amené & introduire la définition suivante en théorie des groupes.

Définition 2.11. Un groupe de Lie réel de dimension finie d est une sous-variété G de dimension d tel
que les applications suivantes sont différentiables :

uw: GxG — G t: G = G
et 1
(9,h) = gh g = g
Dans ce cours, afin d’éviter d’avoir & se poser des questions de différentiabilité des applications sur
une variété générale, on supposera toujours que les groupes considérés sont des sous-groupes de GL,, (R).

3 Groupes linéaires

On va s’intéresser a certains groupes de matrices a coefficients réels ou complexes dit classiques. Le
choix du corps de base n’est pas anodin et munit le groupe d’une structure naturelle d’espace topologique
(localement compact), et méme de sous-variété de RY. On parlera alors de groupes de Lie réels

D’une part, les groupes classiques fournissent de nombreux exemples de groupes de Lie réels. D’autre
part, les aspects topologiques ou différentiables peuvent aider & obtenir des résultats algébriques comme
on va le voir sur quelques exemples.

Définition 3.1. Un groupe G est dit linéaire s’il existe un entier n € N* et un corps K tel que G est
isomorphe & un sous-groupe de GL,, (K).

3.1 Groupe linéaire général et groupe spécial linéaire

Fait 3.2. Le groupe linéaire GL,,(R) est un groupe de Lie de dimension n?.



Démonstration. L’application dét : M, (R) — R est de classe C* car polynomiale et G = GL,(R) =
dét ™ (RX) est un ouvert de M, (R) ~ R™*. En particulier, c’est une sous-variété de dimension n? et
I'espace tangent en tout g € G est T,GL,(R) = M,,(R). De plus, la multiplication 1 : G x G — G est de
classe C*° par restriction de la multiplication matricielle a 'ouvert G. Enfin, ’application ¢ : G — G est

de classe C* car, pour A € G, les coefficients de A~! sont des fractions rationnelles en les coefficients de
A via la formule A*Com(A) = dét(A)I. O

Proposition 3.3. Le groupe SL,(R) est connezxe par arcs. Le groupe GL,(R) admet deuz composantes
connexes (par arcs) qui sont GL,} (R) = dét™"(R%) et GL, (R) = dét™"(R*).

Démonstration. On sait que SL, (R) est engendré par les matrices de transvection. Or toute transvection
est reliée par un arc a I via t — T;;((1 — t)\).

Soit A € GL,} (R) et u = dét(A). Alors D;(u)A € SL,,(R) est reli¢ par un arc dans SL,,(R) € GL.} (R)
a I,,. De plus, 'arc D;((1 — t)u +t) relie D;(p) & I,, dans GL (R). Donc GL; (R) est un ouvert fermé
connexe par arcs de GL,(R) : ¢’est une composante connexe.

De méme pour GL,, (R) qui est le complémentaire de GL;" (R) dans GL,,(R). O

Soit G un groupe de Lie réel linéaire d’élément neutre noté e et g = T.G = M, (R) l'espace tangent
en I’élément neutre. Pour g € G, posons ¢, : G — G, h+> ghg™'. Alors ¢, est C* et on peut définir
une application :

Ad: G — L(g,9)
g +— Dcgyle)
Par composition des différentielles, on a :
Degi(e) = Dleg o cn)(e) = Dey(h(e)) o Den(e)
=e
Définition 3.4. En particulier, Ad est un morphisme de groupes G — GL(g) et on I’appelle représen-
tation adjointe de G.

On note ad = D Ad(e) sa différentielle en 1’élément neutre
On définit alors le crochet de Lie [-,-] : g x g — g par [X,Y] = ad(X)(Y).

Lemme 3.5. On prend G = GL,(R).
1. Pour tout g € G, tout X € g, on a Ad(g)(X) = gXg~'.

2. Pour tout X,Y € g= My,(R), on a [X,Y] = XY =Y X pour la multiplication usuelle des matrices
X etY.

Exercice 8. Le démontrer.

3.2 Sous-groupes a un parametre

Lemme 3.6 (Sous-groupe & un parametre continue de GL, (K)). Soit 6 : R — GL,,(K) un morphisme
de groupes continu avec K = R ou C. On dit que 0 est un sous-groupe a un parametre. Alors, il existe
un unique X € M, (R) tel que pour tout t € R, on a p(t) = exptX.

Démonstration. Premiére méthode : Comme D exp(0) = I,, est inversible, I'exponentielle réalise un
difféomorphisme local en 0 donc il existe un voisinage ouvert U de 0 dans M., (K) tel que exp : U — exp(U)
est un C*°-difféomorphisme. Soit I C R un intervalle ouvert contenant 0 tel que 8(I) C exp(U). Définissons
w: I — U par exp(p(t)) = 0(t). On veut montrer que ¢ est linéaire au voisinage de 0. Soit tg € I, disons
to > 0 tel que [—tg,to] C I. On a :

e (20(%)) = (1 (’;)) 0 (’;) — 0(to) = exp ((t)).

Donc ¢ (to) = %cp(to). Plus généralement, ceci nous donne pour tout n € N* et tout k € [—2",2"] que
%) (Q%to) = 2%90 (to). Comme 6 est continue, ¢ lest aussi et par densité des rationnels diadiques, on en
déduit que Vt € [—to, to], p(t) =tX avec X = %ﬁo) € M,,(K). Comme [0,?o] est une partie génératrice
du groupe (R, +), on en déduit que 0(t) = exp(tX) pour tout ¢t € R.

Deuxiéme méthode : (Esquisse) Soit ¢ une fonction R — R qui est C* & support compact définis-
sant une approximation de 1'unité, notée (1,). Pour tout n € N, la convolée 6 * 1,, est C* et est encore
un sous-groupe & 1 parametre R — M,,(K). On en déduit que 0 * 1,, = (t — exp(tX,,)) par résolution
d’une EDL a coefficient constant. Ainsi, il suffit de vérifier que X,, — X convient. O
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Proposition 3.7 (Exponentielle et adjointe). Pour tout X € M, (R), on a Uégalité suivante :
exp(ad(X)) = Ad(exp(X))
Démonstration. Soit g : t — Ad(exp(tX)). Alors g est un sous-groupe & un paramétre. Donc, il existe

Y € M,,(R) tel que g(t) = exp(tY’). De plus, on a :

G etV lco=Y et (Adlexp(tX))) im0 = D Ad(exp(0)) (X)

Ainsi, on a bien Y = ad(X). O

Proposition 3.8 (Différentielle de 'exponentielle). Pour tout X, H € M,(R), on a :

+oo —a n
Dexp(X)(H) = exp(X) - Z m
n=0 ’

(H)

Exercice 9. Le démontrer. Indication : on pourra poser 6(t) = exp(—tX) %’5:0 exp(t(X + sH)).

3.3 L’algebre de Lie d’un groupe linéaire

Définition 3.9. Une R-algébre de Lie est la donnée (V,[-,:]) d’'un R-espace vectoriel V et d’une
application R-bilinéaire [-,] : V x V — V telle que :

— (Anticommutativité) [z,y] + [y,x] =0 Vz,y € V;

— (Identité de Jacobi) [z, [y, z]] + [v, [z, z]] + [z, [z, y]] = 0 Vz,y,2 € V.

Ezemple 3.10. (1) Tout R-espace vectoriel muni du crochet de Lie nul est une R-algébre de Lie.

(2) Toute R-algebre associative A munie du crochet de Lie [a,b] = ab — ba est une R-algebre de Lie.
Le crochet est identiquement nul si, et seulement si, I’algebre est de plus commutative.

Soit G C GL,(R) un groupe de Lie réel linéaire et notons g = T,G ’espace tangent & G en I’élément
neutre e. On peut naturellement définir une application R-bilinéaire ad : g x g — M,,(R) par restriction
de l'application définie sur GL, (R). L’image de ad est en fait contenue dans g car G est un groupe et ad
définit un crochet de Lie sur g via [X,Y] = ad(X)(Y) ; anticommutativité et I'identité de Jacobi étant
naturellement vérifiées dans GL,, (R).

Plus généralement, on définit ’algebre de Lie d’un groupe linéaire comme suit :

Définition 3.11. Soit G C GL,(R) un groupe linéaire. On définit ’algébre de Lie de G par :
g={XeM,(R), IyecC': I =G, y(0) =1, et //(0) = X ol I voisinage de 0 dans R}

Proposition 3.12. L’ensemble g est un sous-espace vectoriel de M, (R) et [X,Y] = XY — Y X définit
un crochet de Lie sur g qui en fait une sous-algébre de lie de M, (R).

Démonstration. Soit a: I, — G et 8 : I — G deux arcs C! tels que a(0) = 5(0) = I,,.

Pour tous a,b € R*, on définit ~y : ‘}T‘Iaﬂﬁlg — G par v(t) = a(at)B(bt). Alors v/ (0) = ac/(0)+b3'(0).
Donc g est un R-espace vectoriel.

Soit s € I, et s : Ig — G définie par v5(t) = a(s)B(t)a(s)~L. Alors v, est un arc C' tel que
vs(0) = I,,. De plus, v.(0) = a(s)B(0)a(s)~! € g. Ainsi v : I, — g défini par v(s) = 7.(0) est un arc C*
et v/ (0) = &/(0)8'(0) — 5(0)a’(0) € g car g est un R-espace vectoriel. Donc on a bien défini un crochet
de Lie. O

En fait, 'application exponentielle est intimement liée a ’algebre de Lie d’un groupe de Lie via le
théoreme suivant :

Théoréme 3.13. Soit G C GL,(R) un groupe linéaire. Alors :

g={XeM,(R), VteR exp(tX) € G}
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Démonstration. Notons go = {X € M,(R) , ¥t € R exp(tX) € G}. Naturellement, go C g.

Cas facile : Supposons d’abord que G est fermé dans GL,,(R).

On sait que exp est un C*°-difféomorphisme local entre un voisinage ouvert U de 0 et un voisinage
ouvert V de I,,. Notons log : V' — U son inverse. Soit Y € g. Alors il existe un arc v : R — G tel que
~'(0) =Y. Pour tout ¢t € R, tout n € N*, on a :

t t 1
JORERNAC
n n n——+oo \ N

Alors, a t fixé et pour n — 400, on a :

() = (e (7)) oo (40, (7))

Ainsi exp(tY) € G = G donc Y € go.
Cas général : On va montrer que gy contient un voisinage ouvert de 0 € g. Soit Y7, ..., Yy une base

d
de g. Donnons-nous des arcs v; : I C R — G tels que ~/(0) = Y;. Notons V; = {ZtiYi , 1 € I} le
i=1
voisinage de 0 dans g. Soit h un supplémentaire de g dans M,,(R). Définissons :

¢: Vi — G
d ¢ f: hXVI — ./\/ln(R)
=S"6Y = o)) © (HY) = (I,+H)Y
i=1

Alors Df(0,0)(H,Y) = H+ D¢(0)(Y) = H+Y. Donc Df(0) = Id est inversible et, par le théoréme
d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U de 0 dans (, un voisinage ouvert V de 0 dans V; et un
voisinage ouvert W de I,, dans GL,(R) tels que f : U x V — W est un C!-difféomorphisme. Notons
fl=¢g:W = UxV soninverseet gy : W = U, gy : W — V de sorte que g = gy x gy. Comme
Dexp(0) = I,, quitte a restreindre U, V,W, on peut supposer que exp : U x V. — W est aussi un
C'-difféomorphisme.

Soit Z € W. Il existe alors X € U, et Y € V tels que Z = f(X,Y) + (I, + X)¢(Y). On différentie

gu o f(X,Y) = X par rapport a Y. On obtient 0 = DgU(f(X,Y)) oDyf(X,Y) = DgU(f(X,Y)) o

((In + X)DqS(Y)). Done 0 = Dgy(Z) o (ZQS(Y)”D(;S(Y)).
.. : Vxg — M, (R) . <
L’application _ est continue, linéaire en H et a va-
bp (V,H) — oY) 'Dg(Y)(H) =: Ay (H)
leurs dans g (considérer arc y(t) = ¢(Y) " '¢p(Y +tH) € G). Comme Ay = Id, il résulte de la continuité
du déterminant que, quitte a diminuer V', on peut supposer que pour tout Y € V, 'application linéaire
Ay est inversible et, en particulier surjective. Ainsi, pour tout Z = f(X,Y) € W et tout H € g, en
écrivant H = Ay (K), on obtient Dgy(Z)(ZH) = Dgu(Z)(ZAy (K)) = 0.
“+ o0
—ad(Y))"
Pour ¥ € GL,(R) et H € M,(R), notons A(Y)(H) = T;) m
Dexp(Y)(H) = exp(Y)A(Y)(H). Alors pour tout Y € V, on a D (gy ocexp)(Y) = Dgy(exp
Dexp(Y) = Dgy(exp(Y)) o exp(Y)A(Y). Prenant Z = exp(Y) € W, on obtient D (gy o exp) (V) = O
C

(H), de sorte que

Donc gy o exp est localement constante. Ainsi, il existe un voisinage ouvert connexe )V
0 € g tel que pour tout ¥ € V, on a exp(Y) € W et gy oexp(Y) = gu o exp(0)

f({O}xV):{ZEW gu(Z ):0}:¢>( ) C G. Ainsi, pour tout Y € V, on a exp(Y) € ¢(V

) C
Soit Y € g et t € R. Alors il existe un entier n € N tel que Ly € V. Donc exp(tY) = exp( "e
G. O

:\w

3.4 Un théoreme de Cartan-Von Neumann
Théoréme 3.14. Soit G C GL,(R) un sous-groupe fermé. Alors G est une sous-variété de M, (R).

Lemme 3.15. Soit (X, )nen une suite d’éléments non nuls de M, (R) telle que :
— VneN exp(X,) € G;

— X, converge vers 0;
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— H))ginl\ converge vers Y € M, (R).

Alors Y € g.

t
Démonstration. Soit t € R et n € N. Notons e, = LIU&IIJ € Z. Alors lim <|X|| en> X, = 0.

n—oo

X, t
Donc lim e, X, = lim tm — ( en) X, = tY. Comme exp(X,) € G, on a exp(X,)™ =
n

n—00 n—00 ||XnH

exp(e,X,) € G. Par continuité de exp : g — G, on a lim exp(e,X,) = exp(tY) € G. Ceci étant vrai
n— oo
pour tout t € R,ona Y €g. L]

Lemme 3.16. Soit h un supplémentaire de g dans M, (R). Alors il existe un voisinage ouvert V de 0
dans b tel que exp(V)NG = {I,,}.

Démonstration. Soit V un voisinage ouvert de 0 dans § tel que exp : V. — GL,(R) est injective, ce
qui existe car exp est un difffomorphisme local en 0. Supposons par absurde que exp(V) NG # {I,}.
Alors il existe une suite d’éléments X,, € V \ {0} tels que X,, — 0 et exp(X,,) € G. La suite Hif(in\l
est contenue dans la sphere unité du R-espace vectoriel h qui est compact, donc on peut extraire une
sous-suite convergent vers Y € b de norme 1. Par le lemme précédent, comme exp(X,) € G,ona Y € g.
Ce qui contredit Y € h N g = 0 de norme 1. O

gph — G
(X,Y) — exp(X)exp(Y)
le théoreme d’inversion locale, il existe des voisinages U de 0 dans g et V' de 0 dans h et W de I,, dans
G tels que @ : U x V — W est un C°°-difféomorphisme. Quitte a réduire V', on peut supposer que
exp(V) NG = {I,}. Par construction, exp(U) = ®(U x {0}) C GNW.

Inversement, pour tout ®(X,Y) € GNW, on a exp(Y) = exp(—X)P(X,Y) € exp(V) NG = {I,,}.
Donc par injectivité de 'exponentielle sur U x V, on a Y = 1. Autrement dit, exp(U) = GNW.

Ainsi, on a construit un redressement local de G en I,,, & savoir un C*-difféomorphisme ¥ = exp~
GNW — U x {0}. En particulier, G est une sous-variété en I,,. Comme G est un groupe, pour tout
g € G, l'application ¥, (z) = ¥(g~ 1) réalise un C*-difféomorphisme ¥, : GNgW — U x {0}. O

Démonstration du théoréme. Soit . Alors D®(0) = Id a4, (r) donc, par

1.

3.5 Connexité

Soit G C GL,(R) un groupe de Lie réel linéaire. En général, G n’a pas de raisons d’étre connexe
comme on 'a vu pour GL,,(R). Néanmoins, étant une sous-variété de R™, il est localement connexe par
arcs. En fait, les groupes linéaires sur R sont presque des groupes de Lie et on a :

Lemme 3.17. Soit G C GL,,(R) un groupe linéaire. S’équivalent :
(i) G est connexe par arcs;
(ii) G est connexe ;

(#ii) tout voisinage V de e = 1g engendre le groupe G ;

(iv) Uimage exp(U) de tout voisinage U de 0 dans g engendre G.

Démonstration. (i) = (ii) est connu.

(1) = (i4i) : Soit Gy le groupe engendré par V. Alors, pour tout g € Gy, Pensemble gV est un
voisinage ouvert de g contenu dans G. Donc Gy est un ouvert de G. De plus G = |, /G hGy est une
réunion disjointe d’ouverts. Donc chacun d’eux est fermé et, en particulier, Gy est fermé. Par connexité
de G, comme Gy est non vide, on a G = Gj.

(#4i) = (iv) : Par le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U’ C U de g contenant 0
et un voisinage ouvert V de I,, dans G tel que exp réalise un difféomorphisme local entre U’ et V. Donc
V = exp(U’) engendre G, donc exp(U) aussi.

(tv) = (i) : Soit g, h € G. Comme exp(U) engendre G, il existe des éléments X1,..., Xx € g tels que
hg~! = exp(X1)---exp(Xy). Alors t € [0,1] — exp(tX;)---exp(tXn) - g est un chemin continu entre g
et h. O

On note G° la composante connexe de 1’élément neutre de G.

Proposition 3.18. L’ensemble G° est un sous-groupe ouvert fermé distingué de G engendré par exp(g).
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Démonstration. Comme ® : (g,h) € G x G — gh™! est continue, ®(G° x G°) est une partie connexe de
G contenant I’élément neutre car ®(e,e) = e. Donc G° est un sous-groupe de G.

Pour tout g € G, lapplication ¢, : h € G + ghg™' est continue. Donc ¢,(G°) = gG°g~ ' est
une partie connexe de G contenant 'élément neutre car c,(e) = e. Donc ¢gG°g~' C GY. De méme,
g 1G°(g71)~t C G, donc G° est distingué dans G. Le groupe G° est fermé dans G car c’est une
composante connexe. Enfin, on obtient que G° est ouvert car engendré par I'ouvert connexe exp(g) en
appliquant le lemme précédent & G° qui est un groupe linéaire connexe, on a le résultat. O

3.6 Un peu de culture

Dans la suite, on se fixe un entier n > 1, et on note D,,(R) le groupe des matrices diagonales inversibles
de taille n & coefficients dans R; T, (R) (resp. U,(R)) le groupe des matrices triangulaires supérieures
inversibles de taille n & coefficients dans R (resp. et ayant des 1 sur la diagonale); K = SO,(R); A =
Dy, (R) NS (R); W le groupe des matrices de permutations P, = [8;0(;)] pour 0 € &,,.

On peut démontrer dans SL,, (R) les trois décompositions suivantes :

1<ij<n

Proposition 3.19 (Décomposition de Cartan).
SL,(R) = KAK
Proposition 3.20 (Décomposition d’Iwasawa). On a un homéomorphisme :

K xAxU,([R) — SL,(R)
(k,a,n) —  kan

Proposition 3.21 (Décomposition de Bruhat).
GLy(R) = Un(R)WT, (R)

Les décompositions remarquables précédentes sont en fait des cas tres particuliers de décompositions
plus générales. Avant d’en arriver a ces décompositions on doit développer un peu de théorie de structure
des groupes de Lie, des groupes algébriques et de théorie des représentations. En fait, la représentation
adjointe joue un role central dans la décomposition des groupes de Lie. On appelle caractére un morphisme
de groupes x : G — K*. Comme on a un groupe commutatif a arrivée, on sait que tout caractere est
constant sur les classes de conjugaison ; trivial sur les commutateurs [g, h] = ghg~'h~!. En particulier, il
est alors plus naturel de s’intéresser aux caracteres définis sur des sous-groupes commutatifs uniquement.
Notons X*(G) I'ensemble des caractéres de G. On peut le munir d’une structure naturelle de Z-module
par x1 + x2 = (¢ — x1(9)x2(9)) et n- x = (g — x(g)™). On peut établir une « dualité » avec I’ensemble
des sous-groupes a 1 parameétre 6 : R* — G (qu’on appelle alors co-caractéres de G).

Prenons l'exemple de G = GL,,(C). Si H est un sous-groupe commutatif de G, alors les matrices qui
constituent H commutent deux a deux et sont donc co-trigonalisables. Comme des ensembles de matrices
triangulaires ne forment pas toujours des groupes commutatifs, on va se restreindre aux sous-groupes
commutatifs formés de matrices diagonalisables (on parlera de groupe diagonalisable); et parce qu’on
a de la topologie, on imposera, de plus, que nos sous-groupes soient connexes. On en vient alors a la
définition suivante : un tore est un groupe de Lie diagonalisable connexe. Si G est un groupe commutatif,
on pourra remarquer que son algebre de Lie g est « commutative », c’est-a-dire que le crochet de Lie
[-,-] est trivial sur g. On se donne maintenant G un groupe de Lie et T un sous-tore maximal de G
(typiquement D,, C GL,(R). On a une action de T sur g donnée par t- X = Ad(t)(X) (= tXt~! dans
GL,(R)). Pour tout caractére x : T — R*, on note alors g, = {X € g, t- X = x(¢t)X}. On peut alors
montrer, sous des hypotheses raisonnables vérifiées par les groupes classiques, que g = t @ @X Oy

Pour G = SL,, (R), on obtient typiquement que g, # {0} si, et seulement si, x(diag(ti,...,t,)) = tit;1
avec i # j. Dans ce cas, gy = RE;; et T; ;(\) = I, + AE; ; = exp(AE; ;) est un sous-groupe & un
parametre de G = SL,(R). Les x ainsi obtenus forment un ensemble (doté de propriétés de symétries
remarquables!) ; on les appelle racines de G et les groupes G, = T; ;(R) = exp(g,) sont appelés groupes
radiciels. L’ensemble de racines, ainsi défini, va alors former un invariant qui permettra de classifier les
groupes de Lie « simples », modulo leur centre.

14



	L'exponentielle de matrices
	Définitions et propriétés de base
	Réduction et exponentielle de matrices
	Image de l'exponentielle

	Sous-variétés de Rn
	Inversion locale et fonctions implicites
	Sous-variétés de Rn

	Groupes linéaires
	Groupe linéaire général et groupe spécial linéaire
	Sous-groupes à un paramètre
	L'algèbre de Lie d'un groupe linéaire
	Un théorème de Cartan-Von Neumann
	Connexité
	Un peu de culture


