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FEUILLE D’EXERCICES N°10 : POLYNOMES IRREDUCTIBLES

Dans toute cette feuille K est un corps.

A faire
Exercice 1. (Critére par extension de corps)

1. Soit P € K[X] un polynome irréductible de degré d. Montrer que toute extension de corps L/K
telle que P admet une racine dans L est de degré supérieur ou égal a d.

2. Montrer que tout polynéme réductible de degré d admet un facteur irréductible de degré e < g.

3. En déduire que pour tout P € K[X] tel que deg(P) = d > 2, le polynéme P est irréductible si, et
seulement si, dans toute extension L/K de degré [L : K| < £, le polynome P est sans racines.

Exercice 2. (Application d la construction du corps a 16 éléments)
1. Donner une construction de F4 et préciser les tables d’addition et de multiplication.
2. Montrer que P = X* + X + 1 est irréductible sur Fo mais qu’il admet une racine sur Fg.

3. En déduire une construction de Fig comme corps de rupture sur Fy. Préciser comment établir les
tables d’addition et de multiplication.

Exercice 3. (Critére d’Eisenstein)
Soit A un anneau factoriel et P = Z?:o a; X" € A[X]\ {0}. Soit p € A irréductible. On suppose que :

(a) p faq;
(b) pla; pour tout ¢ € [1,d — 1] ;
(c) p° Xao ;
(d) e(P) =
1. Montrer que la projection P de P dans A/(p)[X] est un mon6me non nul.
2. Décrire les diviseurs de P dans Frac (A4/(p)) [X].
3. Montrer que si P est réductible, I'hypotheése (b) est contredite. Ainsi P est irréductible sur A[X].
4. Montrer que sans ’hypothése (d), on peut conclure que P est irréductible dans K[X].
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. Application : Montrer que pour p € N* premier, le polynéme ®, = % est irréductible sur Z.

Exercice 4. (Critére par réduction)
Soit A un anneau factoriel et K = Frac(A). Soit P € A[X] de coefficient dominant aq. Soit I un idéal
premier de A et L = Frac(A/I). On suppose que :

—aq & 1;

— limage P de P dans L[X] est un polynome irréductible.

1. Montrer que P est irréductible dans K[X].

2. Application : Montrer que le polynéme X° + XY? + Y2 +Y — 1 est irréductible dans Z[X, Y].

Exercice 5. (Critére par recherche de racines dans le corps des fractions)
d

Soit A un anneau factoriel et K = Frac(A). Soit P = Z a; X" € A[X] tel que ag # 0 et ag # 0.
i=0
1. Montrer que si r = % € K avec a, § € A tels que a A B = 1 est une racine de P, alors alag et S|ag.
2. En déduire qu'un polynéme P primitif de degré inférieur a 3 est irréductible dans A[X] si, et

seulement si, il n’admet pas de racines dans {%, alag et B8 |ad}.

3. Application : Le polynome Q = X3 —4X? — X 2 est il irréductible sur Q?



Exercice 6. (Polynémes irréductibles sur un corps fini)
Soit K = Fy un corps fini de cardinal ¢ et P € K[X] un polynéme de degré d > 1. Montrer que P est
d

irréductible si, et seulement si, P|X‘1d — X et pour tout nombre premier p|d, les polynémes P et X1 — X
sont premiers entre eux.

Exercice 7. (Valeurs prises par les polynémes cyclotomiques)

1. Montrer que pour tout k € Z et d,n € N*, si d|n et d < n, alors @n(k)|% dans Z.

2. Montrer que pour tout 2 € R, si 2 > 1 et n > 2, alors |®,,(z)| > (z — 1)°™.
3. Montrer que pour tout x € R, si x > 2 et n > 2, alors |®,(z)| >z — 1.

Exercice 8. (Groupe de Galois d’une extension cyclotomique)
1. Montrer que le corps de rupture de @, sur Q est un corps de décomposition de ce polyndéme.
2. Montrer que Autg (Q[X]/ (®,)) est isomorphe & (Z/nZ)™.
Indication : regarder limage d’une racine primitive n-iéme de l'unité par un tel automorphisme.

Exercice 9. (Régles de calcul des polynémes cyclotomiques)
Soit n € N* et p un nombre premier.

1. Calculer ®; et ®,.
2. Montrer que si p|n, alors ®,,, = ®,,(XP).
Indication : comparer p;,(C) et py, (C).
3. Montrer que ®3 = —P1(—X) et que si n > 3 est impair, alors @, = P, (—X).
4. Montrer que si p # 2 et p [ n, alors @, 9, = @, (XP).
5. Application : Calculer ®5595.

Problémes

Exercice 10. (Théoréme de Wedderburn)
Soit A un anneau intégre unitaire fini (non nécessairement commutatif) et Z = {z € A, zy = yaVy € A}
appelé le centre de A.

1. Montrer que A\ {0} = A* est un groupe pour -.

2. Montrer que Z est un corps fini. On note ¢ son cardinal.

3. Montrer que A est de cardinal ¢" pour un certain n € N*.
On consideére 'action de A* sur lui-méme par conjugaison et on note C'(x) l'orbite de = € A*.
Montrer que C(x) = {z} si, et seulement si, x € Z.

Montrer que si € A\ Z, alors C(x) est de cardinal ‘;Zj avec djn et 0 < d < n.

Montrer que ®,(q)|q — 1.

o o

En déduire que A = Z est un corps.

Exercice 11. (Factorisation des polyndémes sur un corps fini : algorithme de Berlekamp)
Soit k = Fy un corps fini & ¢ éléments et P € Fy[X].
Sy F,[X]/(P) — TF, X

1. Montrer que ¢ al Q]/ (P) N %q } est un automorphisme de [Fg-algébres.

2. Montrer que r = dimp, ker (S, — id) est le nombre de facteurs irréductibles de P sur [F,.

3. Montrer que si r > 2, alors il existe V' € F,[X] tel que V9 € ker (S, —id) n’est pas un polynéme

constant.
4. Montrer que P = [],cp, pged(P,V — a).

5. Donner un algorithme de factorisation en produit d’irréductibles d’un polynéme sur un corps fini.

Exercice 12. Soit L/K une extension de corps et o € L. Soit P € K[X] de degré d.
1. Montrer que si car(K) = 0 et P(a) = 0, alors « est racine simple de P dans L.
2. Montrer que si a est racine de multiplicité m et d < 2m, alors a € K.
3. On suppose car(K)=p#0et P=XP - X — 1.
(a) Montrer que P est sans facteur carré dans son corps de décomposition sur K.
(b) Montrer que P est irréductible sur K si, et seulement si, il est sans racines sur K.



