ENS de Lyon Cours d’algebre
M2 FEADEP 2018-2019

FEUILLE D’EXERCICES N°1 :
ESPACES QUOTIENTS, DUALITE ET FORMES LINEAIRES, TRANSPOSITION.

Dans toute cette feuille on fixe un corps K, et tous les espaces vectoriels considérés sont sur K.

A préparer
Quotients
Exercice 1. Soit F un espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel et 7 la projection canonique E — E/F.

Soit S un sous-espace vectoriel de . Montrer que S est un supplémentaire de F' dans F si, et seulement
si, s est un isomorphisme de S sur E/F.

Exercice 2. Soit F un espace vectoriel. Soit F, G deux sous-espaces vectoriels de E.

1. On suppose que G C F. Montrer que F/G est un sous-espace vectoriel de E/G et qu’il existe un
isomorphisme naturel d’espaces vectoriels (E/G)/(F/G) ~ E/F.

2. Montrer qu’il existe un isomorphisme naturel (F 4+ G)/G ~ F/(F N G).

Exercice 3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, u € End(E), et F' C E un sous-espace stable
par u. On note v’ € End(F) la restriction de u & F', et v” € End(E/F) le morphisme induit sur E/F.

1. Soit e une base de E qui est la réunion d’une base er de F' et d’une famille eg,r telle que W(eE/F)

est une base de E/F. Montrer que Mate(u) est de la forme < 61 g ) ot A = Mate, (u') et
C = Mat,r(eE/F)(u”).
2. En déduire que tru = tru’ + tru”, que det u = (det v')(det u”), et que Xxu = Xu/ Xu-

Dualité et formes linéaires

Exercice 4. Soit F un espace vectoriel de dimension quelconque.

1. Montrer que (E*)T = {0}. En déduire que I'application canonique E — E**, 2+ (f = f(x)) est
toujours injective. Montrer que si F est de dimension finie c’est une bijection.

2. Soit F' et G des sous-espaces de E. Montrer que :
(a) (F+G)t =FtnG+;
®) (FNG)t = FX 4G+
(©) (FL)T): = FL;
(d) F#G= F*t#Gt;
(&) (FH)T = F.

3. Soit V et W des sous-espaces de E*. Montrer que :
(@) (V4+W) T =vinw';
MY VI+WT c(Vaw)T;
(c) V.c(VH*t

4. Montrer que les inclusions précédentes sont des égalités lorsque E est de dimension finie.
On pourra utiliser les résultats de ’exercice 8.

Exercice 5.

1. Soit f et g deux formes linéaires sur . Montrer qu’elles ont méme noyau si et seulement si elles
sont, proportionnelles.

2. Montrer que tout hyperplan de E est le noyau d’une forme linéaire.



Exercice 6. Soit F un espace vectoriel de dimension finie et (f;) une famille d’éléments de E*.

1. Montrer que les f; engendrent E* si, et seulement si, N; ker f; = {0}.
2. En déduire que, plus généralement, l'espace engendré par les f; est le sous-espace {f €
E* N ker f; C ker f}. Donner une relation entre la dimension de 'espace engendré et la dimen-
sion de N; ker f;.
Transposition

Soit V et W deux espaces vectoriels, et f € Homg(V, W). On note f* la transposée de f, c’est-a-dire
I’élément de Homy (W*, V*) donné par ft(\) = Ao f.

Exercice 7. Montrer que f — f* est une application linéaire injective. En déduire qu’elle est bijective si
V et W sont de dimension finie.

Exercice 8. Soit V un espace vectoriel et W un sous-espace. On note ¢ : W — V l'inclusion canonique

et
1.
2.
3.

V — V/W Ulapplication quotient.
Vérifier que pour tout f € V*, la forme linéaire 1*(f) est la restriction de f a W.
Montrer que 7 définit un isomorphisme canonique entre (V/W)* et W.

En déduire que si V est de dimension finie, alors dim W + dim W+ = dim V' et qu'on a 1’égalité
analogue pour les sous-espaces de V*.

. Soit f € End(V). Montrer que W est stable par f si, et seulement si, (V/W)* est stable par

£t € End(V*).

. On suppose W stable par u, et on note uy, et uy/w respectivement les morphismes induits sur W

et V/W. Montrer que (uw)" = (u")y jwr et (uyyw)" = (u")we.

Exercice 9. Soit f : V — W une application linéaire.

1.
2.

Montrer que ker f* = (im f)* et im f* = (ker f)*.

En déduire que f est injective si, et seulement si, f! est surjective; que f est surjective si, et
seulement si, f* est injective.

Si V et W sont de dimension finie, montrer que f et f! ont méme rang.

On fixe des bases v et w de V et W respectivement. Donner 1’écriture de Maty+ v+ (f*) en fonction
de celle de Maty w(f).

Exercice 10. Soit V' et W des espaces vectoriels de dimension finie et soit f : V — W une application
linéaire.

1.

Montrer qu’il existe une famille finie (w;);e; d’éléments de W et une famille finie de formes linéaires
Ai € V* telles que f =3 \w;.

2. Montrer que le rang de f est le nombre minimal d’éléments w; nécessaires pour une telle écriture.

3. Soit (w;); une base de W. Montrer qu'il existe une unique famille (A;) d’éléments de V* telle que

f= Zi Ajw;.

Montrer que, avec ces notations, I'image de f! est le sous-espace de V* engendré par les \;.

Exercice 11. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € End(E).

1.

2.

Montrer que pour tout polynéme P, on a P(u') = P(u)t. En déduire que 1, = fiyt (o0 p est le
polynéme minimal).

Montrer que X, = Xut-



Problémes
Exercice 12. Pour A, B € M, (K), on pose [A, B] = AB — BA. On définit également Ay € M, (K)*
par Ag(M) = tr(AM) et C4 = {C € M, (K), [4,C] =0}.
M, (K) — n(K)*
A — /\A

2. Montrer que {[A,B], A,B € M,(K)} = K tr.
3. Soit A,B € M, (K) et C € C4. Montrer que tr([A4, B]C) = 0.

4. Soit A, B € M, (K) telles que Ag s’annule sur C4. Montrer qu'il existe C' € M, (K) telle que
B=[A,CQC).

1. Montrer que est un isomorphisme.

Exercice 13. Soit h € R. On définit 'application R-linéaire suivante :

m: CO(R,R) — CO(R,R)
f > (;v»—)f(x—f—h))

Soit E un sous-espace vectoriel de C°(R, R) de dimension finie n. Le but de cet exercice est de montrer que
si E/ est stable par les translations 75, pour tout h € R, alors E est ’espace des solutions d’une équation
différentielle linéaire a coefficients constants.

1. A tout z € R, on associe la forme linéaire 6, € E* définie par 0,(f) = f(z). Montrer qu'il existe
des réels (x1,...,z,) tels que (dy,)1<i<n st une base de E*.

2. Montrer que h +— (73,) 5 est continue (pour toute norme sur L(E)).
Indication : on pourra considérer une base antéduale.

3. Montrer qu’il existe u € L(E) tel que pour tout h € R, on a 75, = exp(hu).
Indication : penser d la convolution (sous-groupe d 1 paramétre) ou montrer que 7p € C™.
4. Montrer que pour tout f € E, on a f dérivable sur R et f' = u(f).

5. Conclure.
Indication : considérer le polynome caractéristique de u.



