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Polygones de Newton ; Corps @p et C,

Dans toute la suite, p désignera un nombre premier. Pour tout polynéme P € Q,[X], on notera NP(P)
son polygone de Newton.

Exercice 1. Pour chacun des polynémes de Q,[X] suivants, déterminer son polygone de Newton, dire
s’il est irréductible et déterminer le nombre de racines de valuation donnée dans Q.

— Pi=14+X?+(p+p*) X" +p°X°;
— Py = X3 +3pX +3p2 X2 +p3;

— Py = X3+ 3p3X + 3p*’ X2 + p;

— P=T,(1—iX).

Exercice 2. Soit P € Q,[X].
L. Soit A € Q). Décrire NP (AP) en fonction de NP(P).

n m;
2. On écrit P = )\H H (X — 1y ) ol les r; ; sont les racines de P dans @ de valuation v; avec
i=1j=1
v1 < vy < -+ < vy,. Décrire le polygone de Newton de P.

m;
3. Montrer que pour tout ¢, le polynéme P; = H (X — ;) est a coefficients dans Q,,.
j=1

Exercice 3. (Polynémes irréductibles — Examen 2018)
Soit P € Q,[X] un polynéme unitaire de degré d tel que P(0) # 0. On suppose que NP(P) n’a qu'une
seule pente .

1. Montrer qu'on peut écrire A = ¢ avec a € Z et b € N* premiers entre eux, avec b divisant d.
2. Montrer que si b = d, alors P est irréductible.

3. Inversement, si P est irréductible, il a été vu en cours que NP(P) n’a qu’une seule pente, qu’on
a

peut donc écrire §. L'entier a € Z est-il nécessairement premier a d?
Exercice 4. (Principe de continuité des racines)

1. Soit a € @, soit P le polynéme minimal de a sur Q, et G le groupe de Galois de P sur Q,. On
o€ Getola)# a}.

(a) Justifier que r = 400 si, et seulement si, a € Q,,.
(b) Soit b € Q,. On suppose que a ¢ Q,(b). Montrer que |b — al, >r.

pose r = inf {|a(a) —al,,

¢) En déduire que pour tout b € B=—(a,r) = {x € Q,, |r —a| < 7}, le corps Q,(b) est une
Q 4 P P
P
extension de Q,(a).

2. On définit sur Pensemble des polynomes a coefficients dans Q, de degré inférieur a d une norme
4 a; X'|| = max{|a;|,, 0 < i < d}. Soit a un élément algébrique de degré d sur Q, et P
1=0 p p

son polynéme minimal.

par

(a) Soit Q € Q,[X] un polynéme de degré d et by,...,by ses racines dans Q,. On pose M =
max{[al’, 0 <i < d}. Montrer quil existe i tel que |a — b|7 < [P — Q|| M.

(b) En déduire qu’il existe € > 0 tel que pour tout @ € Q,[X] de degré d tel que |P — Q| <e il
existe une racine b de @ telle que Q,(a) = Q,(b).

(¢) En déduire qu’il existe une suite de polynémes unitaire @; de degré d, a coefficients dans Q
qui converge coefficient par coefficient vers P, et une suite d’éléments z; € Q,(a), racines des
Q;, qui converge vers a.

3. Montrer que ’espace métrique @p est séparable.



Exercice 5. (Le corps C, n’est pas sphériquement complet)
Le but de cet exercice est de montrer qu’il existe une suite décroissante de boules de C,, d’intersection

vide. On considére une suite strictement décroissante de réels positifs (r,)nen de limite lim r, = ro
n— o0

et on se propose de construire une suite de boules fermées de C,, qu’on notera B,, = B(zy,r,) = {z €
Cp, |2 — 2znlp < rn} avec z, € C,, telles que By D By D By D ---.

1. Montrer que I'espace métrique complet C, est séparable.
Indication : on pourra utiliser ’exercice précédent.

2. Montrer que si ro, = 0, alors ﬂ B, est un singleton de C,.
neN
On suppose désormais 7, > 0.

3. Soient r, s € R% avec r > s. Montrer que dans toute boule fermée de C,, de rayon r, on peut trouver
deux boules fermées, disjointes 'une de I'autre, de méme rayon s.

4. Construire pour tout n € N une famille de boules fermées (Bih___,in) o1 de rayon 7,
i1, in€{0,1
telles que pour tout 1 < m < n — 1, tout i1,...,4n € {0,1}, on ait B, . o C Biy,...i, €t

B LCB et B 0N Biy, i1 =

< lmy

11y 5tm, 1150+ 5tm 11yestm,

5. Montrer que pour toute suite i = (i, )nen- d’éléments 4,, € {0, 1}, 'intersection B(;) = ﬂ Bi, . i
meN*
est soit vide, soit une boule de rayon 7.

6. On suppose qu'aucune des B(;) n’est vide. Montrer que les B(;) forment une famille non dénombrable
d’ouverts deux a deux disjoints de C,,.

7. Conclure.

Exercice 6.(Sous-groupes additifs et multiplicatifs dans C,)
Pour r € Ry et z € Cp, on notera D(a,r) = {z € Cp, |z —al, <7}

1. Montrer que pour r > 0, I'ensemble D(0,r) est un sous-groupe de (C,,+), puis que, pour tout
0 < s < r, le sous-groupe D(0,r) n’est pas le produit direct de D(0, s) avec un autre sous-groupe
de (C,,+), autrement dit que la suite exacte de groupes abéliens

0 — D(0,s) = D(0,7) — D(0,7)/D(0,s) — 0

n’est pas scindée.
Indication : lim p"xz =0 pour tout x € D(0,s).
n—oo

2. Montrer que pour r > 0, 'ensemble D(1,7) est un sous-groupe de (Cj, x), puis que, pour tout
0 < s < r, le sous-groupe D(0,r) n’est pas le produit direct de D(0, s) avec un autre sous-groupe
de ((C;;, x ), autrement dit que la suite exacte de groupes abéliens

1— D(1,s) - D(1,r) - D(1,r)/D(1,s) — 1

n’est pas scindée.
Indication : lim (1+ )P =1 siz|, < 1.
n— oo

3. Montrer que si 0 < 52 < r < s < 1, alors il existe un isomorphisme de groupes canonique :
D(1,5)/D(1,7) = D(0,5)/D(0,r)

Indication : Considérer le morphisme de groupes x — (x — 1) mod D(0,r).



