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ANNEAUX, IDEAUX ET POLYNOMES

Legons directement concernées (2020)

(102)* Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines de 'unité. Applications.
(120) Anneaux Z/nZ. Applications.
(122*) Anneaux principaux. Applications.
(141) Polynomes irréductibles & une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications.
(142*) PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Applications.

(144)* Racines d’un polynome. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications.

Lecons liées, dans lesquelles on peut parler d’anneaux, idéaux et anneaux de
polynémes(2020)
105) Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.
( p p pp
(110)* Structure et dualité des groupes abéliens finis. Applications.
(121) Nombres premiers. Applications.
(123) Corps finis. Applications.
(125)* Extensions de corps. Exemples et applications.
(126*) Exemples d’équations en arithmétique.

(153) Polynomes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un endomorphisme en dimension finie.
Applications.

(190) Méthodes combinatoires, problémes de dénombrement.

Lecons ou des techniques d’anneaux de polyndmes (en plusieurs variables)
peuvent apparaitre (2020)

(152) Déterminant. Exemples et applications.
(156) Exponentielle de matrices. Applications.

(170) Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité, isotropie. Applica-
tions.

(171)* Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications.

Ce qui est dans le programme

(a) Anneaux (unitaires), morphisme d’anneaux, sous-anneaux. L’anneau Z des entiers relatifs. Produit
d’anneaux. Idéaux d’un anneau commutatif, anneaux quotients, idéaux premiers, idéaux maximaux.
Théoréme chinois. Notion d’algebre (associative ou non) sur un anneau commutatif.

(b) Algebre des polyndmes & une ou plusieurs indéterminées sur un anneau commutatif. Racine d’un
polyndme, multiplicité. Relations entre les coefficients et les racines d’un polyndéme scindé. Sommes
de Newton. Polynéme dérivé. Décomposition en somme de polynémes homogenes. Polynomes sy-
métriques.

(d) Divisibilité dans les anneaux commutatifs intégres. Eléments irréductibles, éléments inversibles,
éléments premiers entre eux. Anneaux factoriels. Plus grand diviseur commun, plus petit multiple
commun. Factorialité de A[X] quand A est un anneau factoriel. Anneaux principaux. Théoréme
de Bézout. Anneaux euclidiens. Algorithme d’Euclide. Cas de Panneau Z et de 'algebre K[X] des
polyndmes sur le corps K. Polynomes irréductibles. Exemples : polynémes cyclotomiques dans Q[X],
critere d’Eisenstein.



(e) Congruences dans Z. Nombres premiers. Etude de 'anneau Z/nZ et de ses éléments inversibles,

fonction indicatrice d’Euler.

(f) Corps des fractions rationnelles & une indéterminée sur un corps. Décomposition en éléments simples.

Cas réel et complexe.
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1 Anneaux commutatifs

1.1 Notions de base
Définition 1.1. Un anneau unitaire (ou plus simplement un anneau) (A4, +,-) est un ensemble A muni
de deux lois de composition internes + et - telles que :

— (A, +) est un groupe abélien (dont on note 0 I’élément neutre) ;

— la loi - est associative et posseéde un élément neutre, noté 1;

— la loi de multiplication - est distributive par rapport a I’addition +.

Un sous-anneau de A est un sous-groupe B de (A, +) qui contient 1 et qui est stable par multiplication.
Un anneau est dit commutatif si a-b=b-a pour tous a,b € A.
Un anneau est dit intégre s’il est non nul et si le produit de deux éléments non nuls est non nul.

Remarque 1.2. On évitera de dire que A est un anneau lorsqu’il est non-unitaire, on parlera alors plutot
de pseudo-anneau dans ce cas.
Ezemple 1.3.

1. Si 0 = 1, alors I'anneau est nul et ne contient qu'un élément. En effet, pour tout a € A, on a
a=a-1=a-0=a-(a+(-a))=a-a+(-a)-a=a-a—a-a=0.
Z, Q, R, C sont des anneaux commutatifs integres.
Z/nZ est un anneau commutatif non inteégre.

N n’est pas un anneau.

CU

Si A est un anneau commutatif, alors A[X] est un anneau commutatif et M,,(A) est un anneau
non commutatif pour n > 2.

Définition 1.4. Un morphisme d’anneauz est une application f: A — B telle que :
— fla+b)=f(a) + f(b);
— [flab) = f(a)f(b);
— f(1)=1.
Ezemple 1.5.
1. Si B est un sous-anneau de A, alors 'inclusion B — A est un morphisme d’anneaux ; typiquement
Z — Q.
2. Si A anneau commutatif et a € A, on a des morphismes d’évaluation en a donnés par :
evy,: P € A[X] — P(a)

Définition 1.6. Soient a,b € A deux éléments.
On dit que b divise a et on note bla s’il existe ¢ € A tel que a = be.
Un élément a d’un anneau A est dit :

— inwersible 8’il existe b € A tel que ab =1, on note A* I'’ensemble des éléments inversibles de A* ;
— drréductible si a € A* et si a = bc implique que b € A* ouce A*;
— premiersi a € A* et si albc implique que a|b ou a|c — lorsque A est commutatif ;
— diviseur de 0 si a # 0 et s’il existe b € A\ {0} tel que ab=0;
— nilpotent si a™ = 0 pour un certain n € N*;
— 4dempotent si a® = a.
Un corps est un anneau commutatif dans lequel tout élément est inversible.
Fait 1.7. L’ensemble A* est un groupe pour -.
St A est intégre, alors :
— 0 est le seul élément nilpotent,
— 1 est le seul élément idempotent,
— A n‘admet pas de diviseurs de 0,
— tout élément premier est irréductible.

Ezemple 1.8. Dans Z/6Z, I’élément 3 est premier mais il est idempotent donc pas irréductible.
Dans A = Z[i\/5], I'élément 2 est irréductible mais n’est pas premier car 2 - 3 = (1 - Z\/g) (1 + Z\/g)



Fait 1.9. Pour touta € A, onal|a]|O0.

Le groupe A* agit par multiplication a droite sur A. On note AJA* ’espace des orbites.

Si A est intégre, alors la relation binaire - | - est une relation d’ordre partielle sur AJA* pour laquelle
1 est le plus petit élément et O est le plus grand élément.

Ces deux faits tres élémentaires seront un tres bon exercice pour le lecteur qui voudra se familiariser
avec les définitions.

Remarque 1.10. Lorsque 'anneau A n’est pas intégre, il se peut qu’il y ait des diviseurs de 0 et que - | -
ne soit pas une relation d’ordre.
Par exemple, pour A = Z/6Z, I’élément 2 est un diviseur de 0 mais 2 et 0 n’ont pas la méme orbite.

Exercice 1. Soit K un corps. Trouvez les éléments inversibles, irréductibles, premiers, diviseurs de 0,
nilpotents, idempotents des anneaux suivants :

Z/nZ, K, K[X], Ms(K).

1.2 1Idéaux

Dans toute la suite A est un anneau commutatif.
Il existe une notion d’idéal a gauche, a droite, bilatére dans un anneau non-commutatif mais nous
n’en parlerons pas.

Définition 1.11. Un idéal I de A est un sous-A-module de A, autrement dit un sous-groupe de (A4, +)
tel que pour tout a € Aet touti € I,onaa-i€ .

Fait 1.12. Une intersection quelconque et une réunion croissante d’idéaux forment des idéaux de A.

Définition 1.13. Si X est une partie de A, on appelle idéal engendré par X le plus petit idéal de A
contenant X, qu’on peut réaliser comme intersection de tous les idéaux de A contenant X.
Si X ={a1,...,a,} on notera souvent (ai,...,a,) I'idéal engendré par X.
Fait 1.14. Si I et J sont des idéauz, on note :
— I+ J={i+j, i€l, je J} estl’idéal de A engendré par I U J ;

— I - J lidéal engendré par la famille (i - j)icr, je-
Définition 1.15. On dit que I et J sont premiers entre euxsi I + J = A.

Fait 1.16. Si I est un idéal de A alors le groupe B = A/I est un anneau et le morphisme de groupes
m: A — B est un morphisme d’anneaux.
Les idéaux de A sont les noyaux ker f des morphismes d’anneauz f: A — C.

Remarque 1.17. On évitera de parler de somme quelconque d’idéaux. Si (I;).cx sont des idéaux de A,

on pourra poser J = Z I, = Z iy, by € Iy et Y C X partie finie p. En général, J est un idéal de A
reX yey
distinct de I'idéal engendré par les I.
Définition 1.18. Un idéal I de A est dit :
— propresi [ # A;
— premier si s'il est propre et si xy € I entralne x € T ouy € [ ;

— mazimal s’il est propre et maximal au sens de l'inclusion, autrement dit si I et A sont les seuls
idéaux de A contenant I ;

— principal 8’il est engendré par 1 élément.

Proposition 1.19. Soit I un idéal de A et J = (a) un idéal principal de A engendré par a € A. Alors :
1. I est premier <= A/I est intégre.
2. I est mazimal < A/I est un corps.
3. J = (a) est un idéal premier <= a est un élément premier.

4. J = (a) est un idéal mazimal parmi les idéaux propres principaur <= a est un élément irréductible.



Démonstration. Ceci est laissé en exercice. On pourra utiliser le morphisme d’anneaux 7: A — A/I. [

Ezemple 1.20. L’élément 2 est irréductible sur Z[iv/5] mais 'idéal (2) n’est pas maximal car 1’anneau
Z[iv/5]/(2) nest pas integre car m (1 —/5) et 7 (14 v/5) sont des diviseurs de 0 dans Z[iv/5]/(2). En
particulier, la proposition dit que (1) et (2) sont les seuls idéaux principaux de Z[iv/5] contenant (2).

Corollaire 1.21. Un anneau est intégre (resp. un corps) si, et seulement si, O est premier (resp. maxi-
mal).

Théoréme 1.22 (Théoréme de Krull). (théoréme admis) Soit A un anneau commutatif. Alors tout idéal
propre est contenu dans un idéal maximal.

Démonstration. C’est le lemme de Zorn sur ’ensemble des idéaux propres, inductif pour 'inclusion. O

Lemme 1.23. Soient I,...,I, des idéaux de A deux a deux premiers entre eux. Alors pour tout k €
[1,n — 1], les idéaux I - - - I}, et I, sont premiers entre eut.

Démonstration. On procede par récurrence sur k. On a I; + I,, = A.
Hérédité : On écrit A=A- A= Iy_1+ 1) (Ig+ 1) Alors AC I --- I, + I,. O

Théoréme 1.24 (Lemme des restes chinois). Soit A un anneaw commutatif, n € N* et I,..., I, des
idéauxr de A deux d deux premiers entre eux. Alors Iy---1, = Iy N---N1I, et on a un isomorphisme

canonique A/ N --- NI, ~A/I; x - x A/I,.

Démonstration. On procede par récurrence sur n. Si n = 1, il n’y a rien a montrer.
Traitons le cas n = 2. Alors on peut définit un morphisme d’anneaux
d: A — A/Il X A/IQ
a +— (a mod I1,a mod Iy
Soit 1 = 41 + i avec i € I. Alors ®(aig + bi1) = (a(l —41) + bi; mod I, ais + b(1 — i2) mod Iy) =
(¢ mod I1,b mod I3). Par passage au quotient, on en déduit isomorphisme. Enfin, notons que
ILinlb =1 - Iy carsiy € [1 NIy, alors y = i1y + i2y et la réciproque est immédiate.
— =~

) - Le noyau de ce morphisme est I; NI5. Montrons qu’il est surjectif.

ehl, €l
Hérédité : Supposons n > 3. Le lemme nous dit que Iy ---I,,_1 et I, sont premiers entre eux donc,

par hypothese de récurrence, on a
(Il"'In—l) In = (Ilmmln—l)ﬁln

et
A/[]_ In ~ (A/Il -~-In,1) X (A/In) ~ A/[]_ X e X A/In,1 X A/In
0

Dans le cas n = 2, la preuve construit plus précisément un inverse a ® en utilisant une relation de
la forme 1 = 71 + 3. On se demande alors comment construite explicitement, dans un anneau, une telle
relation.

On retiendra que :

Corollaire 1.25. Soit A un anneau et a,b,u,v € A des éléments tels que 1 = au + bv. Alors

o Af(ab) — A/(a) x A/(b)

x — (¢ moda,r mod b)

est un isomorphisme d’anneauz d’inverse

D A/(a) x AJ(b) — A/(ab)
(z moda,y modbd) — (bw)z+ (au)y



1.3 Anneaux euclidiens et principaux

Définition 1.26. Un anneau est Fuclidien s’il est intégre et s’il admet un stathme euclidien, c’est-a-dire
une application ¢ : A\ {0} — N telle que pour tout a € A, tout b € A\ {0} il existe des éléments
(q,7) € A? tels que a = bg + 7 et (r = 0 ou ¢(b) > ¢(r)).

Ezemple 1.27. Les anneaux suivants sont Euclidiens pour les stathmes décrits :

1. Z pour |- |;

2. K[X] si K corps pour deg;

3. Z[i] pour N(a + ib) = a® + b?;
4. K[X] pour vx ;

5. Z, pour vy,.

Définition 1.28. Un anneau est principal s’il est intégre et si tout idéal est principal.
Soit (a;);er une famille d’éléments de A.

— On appelle PGCD un élément d € A qui engendre I'idéal engendré par les a;.

— On appelle PPCM un élément m € A qui engendre l'idéal n(ai).
el
On dit que les (a;);cr sont premiers entre eux si d € A*.

Ezemple 1.29. Les éléments 6,10, 15 € Z sont premiers entre eux mais ne sont pas deux a deux premiers
entre eux. Ona 1 =6+ 10 — 15.

Fait 1.30 (Identités de Bézout). Soit (ai)ic[i,n) une famille finie d’éléments de A et d =
pged(ay, ..., a,). Alors il existe des éléments u; de A tels que d = uiay + ... upay,.

Démonstration. d € (a1) + -+ + (an). O

Une telle relation s’appelle une relation de Bézout. On verra plus tard que ¢e type de relation s’avere
utile dans la résolution d’équations diophantiennes.

Théoréme 1.31. Un anneau euclidien est principal.

Démonstration. Soit A un anneau principal et I idéal non nul de A. L’ensemble N (I'\{0}) est une partie
non vide de N donc admet un plus petit élément. Soit a € I réalisant le minimum. La division euclidienne
nous dit alors que pour tout b € I, on a b € (a). Donc I = (a). O

Définition 1.32 (Caractéristique d’un corps). Soit K un corps. On a un morphisme d’anneaux canonique
0 :Z — K. Son image est un sous-anneau de K, donc integre. Donc son noyau est un idéal premier de Z,
donc de la forme pZ avec p premier ou p = 0. Ce nombre p, noté car(K) est la caractéristique du corps
K.

Théoréme 1.33 (Diviseurs élémentaires). Si A est un anneau principal et si M € M, s(A), alors il
existe des entiers di|...|d,, uniquement déterminés, et des matrices P € SL,(A) et Q € SL;(A) telles
dy 0

que PMQ =
dn,
0 0

Démonstration. Idée pour lexistence : considérer ’ensemble des matrices équivalentes a M et montrer
que ’ensemble des premiers coefficient de ces matrices est un élément minimal pour la division. En déduire
que c’est en fait le PGCD des coefficients de M, appliquer des opérations élémentaires sur les lignes et
colonnes pour se ramener au cas d’une ligne et d’une colonne nulle sauf le premier terme. Conclure par
récurrence.

Pour I'unicité, n montre d’abord I'unicité de n, puis on procede par récurrence sur le PPCM de deux
diviseurs élémentaires d,,, d, en considérant un quotient par 'idéal engendré par p, pour remplacer d,

et d!, par % et %. Le plus simple étant ici d’utiliser la notion de module libre sur un anneau principal,
qui n’est plus au programme de 'agrégation depuis quelques années maintenant. O

Remarque 1.34. Dans le cas d'un anneau Euclidien, on a un algorithme explicite de calcul.



Corollaire 1.35 (Structure des groupes abéliens de type fini). Si G est un groupe abélien de type fini (i.e.
engendré par une partie finie), alors il existe des entiers r,s € N et dq|---|ds, uniquement déterminés,
tels que G =~ Z" X Z/d\Z % ... Z/dZ.

Démonstration. La version « anneaux » de ce résultat consiste surjecter un Z-module libre de type fini
sur le groupe G. Plus précisément, si X = {x1,...,2,} de cardinal n engendre G, alors on pose M = Z"
et f(e;) = x;. Comme Z™ est un module libre, on peut étendre la formule par Z-linéarité pour définir
un morphisme surjectif f : M — G dont on note N le noyau. Le théoreme des diviseurs élémentaires
nous dit alors qu’on va pouvoir « diagonaliser » N vu comme sous-Z-module de M, c’est-a-dire trouver
une base B = (by,...,b,) de M et des entiers di|...|d, tels que (d;b;)1<i<n est une base de N, avec
éventuellement d; = 0 & partir d’un certain rang. On a alors M/N ~Z/d;,Z ~ G. O

1.4 Anneaux factoriels

Relevons tout d’abord deux propriétés remarquables satisfaites, entre autres, par les anneaux princi-
paux.

Définition 1.36. Soit A un anneau. On définit deux propriétés :
(E) Ya e A\ {0}, Jue A*, Ir e N, Tpy,...,p, € A irréductibles tels que a = up; ...p,;

(U) Yu,v e A*, Vr,s €N, Vp1,...,0r,q1,---,qs € A irréductibles,
onaupy...p,=vq...qs = r=setdoecG,, Viec[l,r], Iw; €A, p;=wigs@)-

Un anneau A est dit factoriel 8’1l est intégre et §'il vérifie (E) et (U).
Lemme 1.37. Si A est principal, alors tout irréductible de A est premier.

Démonstration. Soit a € A irréductible tel que albe. Soit u € A tel que au = be. Soit d = pged(a,b) et
e € A tel que a = de. Comme a est irréductible ona d € A oue € A*. Sie € A*, alors ald|b. Sid € A*,
alors par Bézout, il existe u, v tels que 1 = au + bv. Alors a|bcv donc alacu + bev = c. O

Théoréme 1.38. Tout anneau principal est factoriel.

Démonstration. Pour (E), considérons lensemble J des idéaux (a) de A tels que a ne s’écrit pas sous
la forme souhaitée. Supposons par I'absurde J # (). On observe d’abord que J admet un idéal qui est
maximal au sens de l'inclusion dans J. En effet, si ce n’était pas le cas, il existerait une suite strictement
croissante ((a;)) d’idéaux de J dont la réunion est un idéal de A, disons (b). Mais alors b € (a;) pour un
certain 7, ce qui contredit la stricte croissance de la suite d’idéaux.

Ensuite, soit (a) un élément maximal de J. Comme a ne peut pas étre irréductible, il s’écrit a = be
tels qu’on ait des inclusions strictes (a) C (b) et (a) C (¢). Donc (b),(c) ¢ J donnent des écritures
b=wupi---pret c=vq;---qs, de sorte que a = uvpy - - - Prq1 -+ qs-

Pour (U), on observe que les irréductibles de A sont premiers, ce qui permet d’dter un facteur et de
conclure par récurrence sur le nombre de facteurs. O

Théoréme 1.39 (Lemme d’Euclide). Dans un anneau factoriel, tout élément irréductible est premier.
Démonstration. Conséquence immédiate de (U). O

Ezemple 1.40. L’anneau Z[zx/g] est integre mais pas factoriel car 2 -3 = (1 — 2\/5) (1 + Z\/g) L’élément
2 est irréductible mais pas premier.

Proposition-définition 1.41 (Valuation et PGCD,PPCM).

Notons P I’ensemble des classes d’éléments irréductibles, modulo les inversibles, d’un anneau factoriel
A et, par abus, p € P le choix d’un représentant pour une classe donnée. Soit p € P un élément irréductible
(i.e. sa classe).

Alors, pour tout a € A\ {0}, le nombre de fois ol p apparait dans une décomposition de a, ce qui
existe par (E), ne dépend pas de cette décomposition, d’apres (U). On appelle cette quantité la valuation
p-adique de a et on la note vy(a).

L’ensemble des p € P tels que v,(a) > 0 est fini et a = u]_[pepp”?(“) pour un certain u € A*.

On définit alors :

ngd(a1, ce an) = H pmin U:D(al):“va(an); pgcd(a17 o ,an) _ H pmaxvp(al),‘..,vp(an)'
PEP peP



Fait 1.42. Ce sont des opérations associatives (on peut parenthéser comme bon nous semble).

Notation 1.43. On note parfois a A b = pged(a, b) et a Vb = ppem(a, b). Quand on utilise une notation
non standard comme celle-ci, on le dit !

Théoréme 1.44 (Lemme de Gauss). Si A est factoriel, sia,b,c € A et sipged(a,b) =1, alors albe = alc.
Théoréme 1.45 (Gauss). Si A est factoriel, alors A[X] est factoriel.

Démonstration. On en reparlera plus tard quand on traitera les anneaux de polyndmes. O

1.5 Anneaux noethériens (ceci est hors-programme mais parfois utile)

Définition 1.46. Un anneau A est noethérien s’il vérifie les conditions équivalentes suivantes :
(i) tout idéal de A est de type fini;
(ii) toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire;
(iii) tout ensemble non vide d’idéaux a un élément maximal pour l'inclusion (pas nécessairement un plus
grand élément).

Démonstration. C’est un jeu d’écriture laissé en exercice. O

Fait 1.47. Tout anneau principal est noethérien.
Un quotient d’un anneau noethérien est noethérien.

Ezemple 1.48. Lanneau K[X1,...,X,,...| est intégre mais n’est pas noethérien.
Proposition 1.49. Si A est un anneau intégre et noethérien, alors il vérifie (E).
Théoréme 1.50 (Hilbert). Si A est noethérien, alors A[X] est noethérien, donc A[X1,...,X,] aussi.

Ezemple 1.51. L’anneau Z[iv/5] ~ Z[X]/(X?+5) est noethérien comme quotient d'un anneau noethérien,
et intégre en tant que sous-anneau de C. Il vérifie (E), donnez des exemples autres que 6 = 2 - 3.

Démonstration. Si ¢a vous intéresse, lisez des livres! O

Pour résumer les différentes applications et propriétés, tracons le dessin suivant :

Factoriel

Corps == Euclidien =—=> Principal integre

Noethérien

Propriétés spécifiques :
— Euclidien : algorithme d’Euclide (calcul explicite de PGCD, PPCM).
— Principal : identités de Bézout.

— Factoriel : (E) et (U); irréductible < premier; existence de PGCD, PPCM; Lemme de Gauss;
Lemme d’Euclide; existence des valuations p-adiques.

— Noethériens : (E); stable par quotient.

— Commutatif : lemme des restes chinois.

Les (contre-)exemples :
— Buclidien : Z, K[X], Z[i], Z [%], K[[X]], Z.
— Principal (non euclidien) : Z[(1 +iv/19)/2] (pas facile).
— Factoriel (et noethérien non principal) : K[X,Y], Z[X] d’idéaux non principaux (X,Y) et (2, X).
— Noethérien (et intégre non factoriel donc non principal) : Z[iv/5].
— Factoriel (et intégre non noethérien donc non principal) : K[(X,),n € NJ.

— Integre (non factoriel, non noethérien) : #(C) fonctions entieres sur C.



2 Polynomes a une indéterminée — compléments

Si A est un anneau, il est en général difficile d’en déterminer les éléments irréductibles (penser par
exemple aux irréductibles de Z/nZ). Lorsque A est un anneau factoriel, les irréductibles jouent alors un
rble important, notamment parce qu’on dispose alors d’une unique écriture en produit d’irréductibles, et
donc de valuations associées aux irréductibles de A.

2.1 Permanence de la factorialité

Dans toute la suite, on se restreindra donc au cas d’'un anneau factoriel A, donc intégre, dont on
notera K = Frac(A) le corps des fractions.

Définition 2.1. Pour tout polynéme P = E?:o a; X" € A[X]\ {0}, on appelle contenu de P, noté
¢(P) € A\ {0}, le PGCD dans l’anneau factoriel A des coefficients de P (qui est donc déterminé par le
choix d’un systéme d’irréductibles de A).

On dira que P est primitif si ¢(P) = 1.

Lemme 2.2 (Lemme de Gauss sur le contenu). On suppose A factoriel.
(1) Pour tout polynéme P € A[X]\ {0}, il existe un unique P € A[X] primitif tel que P = ¢(P)P.
(2) Si P,Q € A[X], alors ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).
(3) Pour tout polynéme P € Frac(A)[X]\ {0}, il existe o« € K* et P € A[X] primitif tel que P = oP.
De plus, le couple | «, P) est unique d un inversible dans A prés, c’est-a-dire que si P = aQ = B8R, alors
il existe A € A* tel que Q = AR et f = Aa.
d

Démonstration. (1) On écrit P = ZaiXi. Pour tout i € [0,d], on peut écrire a; = ¢(P)a; car ¢(P)l|a;.
i=0
Le polynéme P = ZaNin convient. En effet, pour tout p € P irréductible de A, on a v,(c(P)) =
=0

min{a;, 0 < i < d} = vp(c(P)) + min{a;, 0 < i < d} = vy(e(P)) + vp(c(P)). Donc vp(c(ﬁ)) = 0 pour
tout irréductible, c’est-a-dire ¢(P) = 1. L’unicité de P découle de l'intégrité de 'anneau A[X].
(2) On a PQ = ¢(P)c(Q)PQ. Donc ¢(PQ) = ¢(P)c(Q)c(PQ). 1l suffit de montrer que PQ est primitif.
d

e d+e
On écrit P = ZaiXi et Q = ijXj et PQ = chXk avec ¢ = Z a;b;.
i=0 §=0 k=0 i+i=k
0<i<d
0<j<e

Soit p € A un élément irréductible. Il existe un indice minimal iy tel que p fa;, et Vi < ig, pla;, car
sinon, cela signifierait que p|c(ﬁ) De méme, il existe un indice minimal jo tel que p fbj, et Vj < jo, plb;.
Alors p|S = z a;b; et comme c¢;,4+j, = a;,bj, +.5, on en déduit que p fcio+jo, -

i+j=io+Jjo
5320
1<tp ou 3<Jo

Par conséquent p fe(PQ). On a donc bien ¢(PQ) = 1 et donc ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

(3) Existence : Soit a € A tel que aP € A[X]. Alors par (1), on a aP = c(aP)aA]/’ avec a # 0 dans K.
Ainsi o = @ et P = aP conviennent.

Unicité : Si P = aQ = R avec Q, R € A[X] primitifs. Soit a € A\ {0} tel que ac,af € A. Alors
c(aP) = c(aa) = c(af), donc il existe A € A* tel que af = Aaa. Par intégrité de A, on a le résultat. O

Insistons sur le fait qu’un choix différent d’un systeme d’irréductibles définissant un PGCD dans A
définit alors un autre contenu avec des égalités & un inversible pres dans ’anneau factoriel A.

Proposition 2.3 (Eléments irréductibles de A[X]).
Si A est factoriel, alors les polyndmes irréductibles de A[X] sont exactement :
— les polynomes constants, irréductibles dans A ;
— les polyndomes primitifs non constants irréductibles dans K[X].
Démonstration. Soit P € A[X] qu’on écrit P = QR avec Q, R € A[X].
Si P = a € A est constant, alors deg(Q) + deg(R) < 0, donc @, R € A. Comme A[X]* = A* par

additivité des degrés, on en déduit que a € A est irréductible dans A si, et seulement si, il 'est dans
A[X].



Si deg(P) > 1, montrons que P est irréductible dans A[X] si, et seulement si, ¢(P) = 1 et P est
irréductible dans K[X].

= : D’une part, ¢(P) = 1 car sinon, par (1), on aurait que P = ¢(P)P est réductible car ¢(P), P ¢ A*.
D’autre part, si P = UV avec U,V € K[X], par l'existence de (3), on écrit U = ul et V = vV avec
w,v € K et U,V € A[X] primitifs. Alors P = woUV € K[X] donc, par I'unicité de (3), on a uv € AX.
Ainsi U € A% ou V € AX par irréductibilité de P dans A[X]. Mais alors U € K* ou V € K*, ce qui
nous dit bien que P est irréductible sur K[X].

< : Si P est irréductible dans K[X], alors I’écriture P = QR donne en particulier que Q@ € K*NA =
A\{0} ou Q € A\{0}. Comme ¢(P) =1 =¢(Q)c(R),onac(Q) =c(R)=1,donc@ € AXouRe A*. O

Théoréme 2.4 (Permanence de la factorialité — Gauss). Si A est factoriel, alors A[X] est factoriel.
En particulier, tout anneau de polynémes sur un anneau factoriel est factoriel.

Démonstration. Premiérement, A[X] est intégre car A Dest.

Deuxiémement, montrons U'existence (E) d’une décomposition en produit d’irréductibles de tout élé-
ment de A[X]. Soit P € A[X]\ {0} qu’on écrit P = v][],.; Q7" comme produit d’irréductibles Q; dans
K[X] avec v € K[X]* = K*. Pour chaque i € I, on écrit Q; = ai@ avec o; € K* et @vz € A[X] primitif,
donc irréductible dans A[X] car Q; I'est dans K[X]. Soit p = v [[,c; 07" € K* et Q =[], Qi€ A[X]
primitif. On a alors P = ¢(P)P = pQ et, par unicité de (3), on a p = Ace(P) avec A € A*. Ainsi p € A\ {0}
s’écrit p=u ][] jed q;” comme produit d’irréductibles dans A, donc dans A[X]. Ceci nous donne bien une
écriture en produit d’irréductibles de P.

Troisiémement, montrons 'unicité (U) d’une décomposition en produit d’irréductibles de tout élément
de A[X]. Soit g; un systéme d’irréductibles de A qu’on compléte en un systeme d’irréductibles de A[X]
par des polynémes de A[X] irréductibles dans K[X] et primitifs P;. Si P s’écrit de deux maniére dans

n' ’
< e 4 . _ T mi n; e .
ce systeme d’irréductibles P = u[[,c;¢;" [L;c; P =v][l;e; 4" [Lic; P * alors, comme les P; forment

!

encore un systéme d’irréductibles de K[X], on a, par unicité dans ’anneau Euclidien K[X], que m; = m/.

. 7 L7 i n, . s s,z
Par intégrité de A[X], on a donc queJ q;-” =v H].GJ q;” dans A, mais alors, par unicité dans I'anneau

factoriel A, on a n; = n. O

2.2 Quelques critéres d’irréductibilité

On a vu comment ramener I’étude des irréductibles de A[X] & celle des irréductibles de K[X] et de
A lorsque A est factoriel. Donnons maintenant des critéres d’irréductibilités dans K[X] pour K corps
quelconque.
Proposition 2.5 (Sur un corps). Soit K un corps et P € K[X]\ {0}. S’équivalent
(i) P est irréductible ;
(i) (P) est un idéal premier de K[X];
(iii) (P) est un idéal maximal de K[X];
(iv) K[X]/(P) est un corps.
De plus, si deg(P) < 3, ces conditions équivalent d

(v) P est sans racines dans K.
Démonstration. L’anneau K[X] est principal. O
Corollaire 2.6. Si K est algébriquement clos, les irréductibles de K[X] sont les polynomes de degré 1.

Voici une généralisation possible de ce corollaire *, qui pourra s’avérer utile dans I’étude des polynémes
sur les corps finis :

Proposition 2.7 (Critére par extension). Soit P € K[X] tel que deg(P) = d > 2. Alors P est irréductible
si, et seulement si, dans toute extension de corps L/K de degré [L : K] < g, le polynéme P est sans
racines.

Sur un anneau factoriel, on a déja vu que :

Proposition 2.8. P € A[X] est irréductible si, et seulement si, P est irréductible dans K[X] et ¢(P) = 1.

*. On rappelle que toute extension finie d’un corps algébriquement clos est triviale.
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Exercice 2.
1. Montrer que P = X* + X + 1 est irréductible sur Fo mais qu’il admet une racine sur Fig.

2. En déduire une construction de F14 comme corps de rupture sur Fs.

Le plus important des critéeres d’irréductibilités est le suivant :

Proposition 2.9 (Critére d’Eisenstein). Soit A un anneau factoriel et P = Zg:() a; X" € A[X]\ {0}.
Soit p € A irréductible. On suppose que :
—p faq;
— pla; pour tout i € [1,d —1] ;
— p* fao.
Alors P est irréductible dans K|[X].
En particulier, si ¢(P) =1, alors P est irréductible dans A[X].

Exercice 3. Soit p € N* un nombre premier. Montrer que ®, = % est irréductible sur Z.
Voici un autre critere d’irréductibilité par réduction :

Proposition 2.10 (Critére par réduction). Soit A un anneau factoriel et K = Frac(A). Soit P € A[X]
de coefficient dominant aq. Soit I un idéal premier de A et L = Frac(A/I). On suppose que :

— Qa4 g I)'

— Uimage P de P dans L[X] est un polynome irréductible.

Alors P est irréductible dans K|[X].
En particulier, si ¢(P) =1, alors P est irréductible dans A[X].

Exercice 4. Montrer que le polynome X8Y + XY? + Y2 +Y — 1 est irréductible dans Z[X, Y].

Proposition 2.11 (Critére par recherche de racines dans le corps des fractions). Soit A un anneau
factoriel et K = Frac(A). Soit P = ZLO a; X' € AIX]. Sir = G avec o, B € A tels que a N =1 est
une racine de P dans K, alors alag et Blag.

En particulier, un polynome P primitif de degré inférieur a 3 est irréductible dans A[X], si et seulement
si, il n’admet pas de racines dans {%, alag et ﬂ|ad}.
Cette derniere condition peut offrir trés peu de choses a tester pour vérifier l'irréductibilité d’un

polynéme la ou le critere d’Eisenstein ne s’applique pas.
Exercice 5. Le polynome Q = X% —4X? — X — 2 est-il irréductible sur Q?
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3 Anneaux Z/nZ et polyndmes cyclotomiques

Pour conclure ce cours de révisions sur les anneaux, étudions 'anneau Z/nZ ot n € N* est fixé, et ses
applications aux polynomes cyclotomiques. Notons P C N ’ensemble des nombres premiers de Z.

3.1 L’anneau Z/nZ

Cas particulier : Comme Z est euclidien donc factoriel, les nombres premiers sont également les
irréductibles de Z, donc Z/nZ est un corps si, et seulement si, il est intégre et si, et seulement si, n est
un nombre premier.

Propriétés d’anneau : L’anneau Z/nZ est un quotient d’un anneau principal donc tous ses idéaux
sont principaux, donc de la forme (d) = dZ/nZ avec d|n dans Z. En particulier, tout quotient de Z/nZ
est isomorphe & un Z/dZ pour d|n.

En revanche, ce n’est ni un anneau principal, ni un anneau factoriel car il n’est pas intégre. On ne
dispose donc, entre autres, pas d'un PGCD, PPCM dans Z/nZ. C’est un anneau fini donc, en particulier
noethérien (c’est aussi un quotient d’'un anneau noethérien).

Soit aq, ..., a, des éléments de Z, deux a deux premiers entre eux. Le lemme des restes chinois nous
donne Z/ay ...anZ ~7/a\Z X - - - X Z/a,Z. En particulier, on a :

zmz~ [ z/p>™z e  (2/m2)* ~]] (z;/pvp(”)Z)X .
peEP pEP

1l suffit donc de déterminer pour p € P et o € N* le groupe (Z/p*Z)* afin de comprendre le groupe
(Z/nZ)™.

Indicatrice d’Euler : On observe que pour a € [1,n — 1], on a la disjonction :

— soit a An # 1 donc a est un diviseur de 0 : en effet @ # 0 et la décomposition en facteurs premiers
donne le résultat ;

— soit a An =1 donc l'identité de Bézout dans Z donne un inverse a @ dans Z/nZ.

On définit I’indicatrice d’Buler p(n) = # (Z/nZ)* = #{a € [1,n — 1], a An = 1}. On pourra remar-
quer que les éléments de (Z/nZ)™ sont exactement les éléments qui engendrent chacun le groupe cyclique
(Z/nZ).

Fait 3.1 (Propriétés de l'indicatrice d’Euler).
1. Sipe P et a € N*, alors o(p*) = p*~1(p—1).
2. SiaAb=1, alors p(ab) = p(a)p(b).

3. onw(n):nHG—;).

pPEP
pln

4. Onan= Z(p(d).
d|n
Proposition 3.2 (Quelques applications).
1. (Théoréme d’Euler) Pour tout a An =1, on a a?™ =1 mod n.
2. (Théoréme de Fermat) Pour tout p € P et tout aAp=1, on a a? ' =1 mod p.
3. (Théoréme de Wilson) Pour a € N*, on a (a —1)! = —1 mod a <= a est premier.

4. (Théoréme RSA) Soient p,q € P tels que p # q et n = pq. Alors pour tous d,e € Z, on a de =1
mod ¢(n) = Vm € Z, m? =m mod n.

Structure des (Z/p®Z)™ :

Théoréme 3.3. Soit p € P et a € N*.
1. On suppose p # 2. Alors le groupe (Z/p*7)™ est cyclique d’ordre p®~(p — 1).
2. On suppose p = 2.
(a) Sia € {1,2} alors le groupe (Z/p“Z)™ est cyclique d’ordre c.
(b) Si o> 3, alors le groupe U(w) = {E € (Z/p°Z)”" , a=1 mod 4} est cyclique, d’ordre 202
et engendré par 5. De plus, on a un isomorphisme de groues : (Z/p*7)™ ~ {E} x Ula).
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3.2 Racines de 'unité

Les racines de 'unité ont un intérét particulier : par exemple, les valeurs propres qui apparaissent
dans une représentation linéaire complexe d’un groupe fini, les éléments non nuls d’un corps finis sont
des exemples de racines de 'unité.

On va introduire une famille de polynéme qui permet de mieux les appréhender.

Tout d’abord, remarquons que ’ensemble des nombres complexes de modules 1 forme un groupe,
souvent noté U ou U;(C), naturellement isomorphe & SO2(R), commutatif. L’ensemble des éléments
d’ordre fini forme un sous-groupe appelé groupe des racines de 'unité dans C.

Définition 3.4. Plus généralement, si K est un corps, on note n(K) I’ensemble des racines de I'unité de
K>, autrement dit, 'ensemble des éléments d’ordre fini de K*. C’est un sous-groupe, donc commutatif,
de K*.

On note w,(K) = {¢ € K, (" = 1} le groupe des racines n-émes de l'unité dans K. C’est aussi
Pensemble des éléments de pw(K) dont 'ordre divise n.

On appelle racine primitive n-éme de l'unité un élément d’ordre n de p,(K), ce qui n’existe pas
toujours. On note p’ (K) 'ensemble formé par ces racines : celui-ci n’est pas un groupe !

Fait 3.5. Par définition, on a u,(K*) = |_| wi (K.
d|n

Théoréme 3.6. Soit K un corps. Tout sous-groupe fini de K™ est cyclique.

Démonstration. Soit G C K* un groupe fini d’ordre n. Soit A € K* un élément d’ordre d € N*. Alors
le polynéme P = X% — 1 admet d racines distinctes, donc il est scindé & racines simples et ses racines
sont exactement les éléments du sous-groupe H de K* engendré par h. Donc le nombre N(d) d’éléments
d’ordre d de K* est inférieur ou égal au nombre d’éléments d’ordre d de H ~ Z/dZ, donc N (d) < ¢(d). On
adonc n =[G <3, N(d) <32, ¢(d) = n. L'égalité est réalisée et, en particulier N(n) = ¢(n) > 1.
Donc le groupe G d’ordre n admet au moins un élément d’ordre n, ce qui conclut. O

Corollaire 3.7. Le groupe w,(K) des racines n-émes de l'unité est cyclique.

Ezemple 3.8.
Cas complexe :

27k

1 (C) = {gk = keon— 1]}} ~ 7./nZ,

27k

— ui(C) = {Qk =en ,ke0,n—-1], kAn= 1} s’identifie & (Z/nZ)*. En particulier, il y a ¢(n)
racines primitives n-émes de 'unité dans C.

Cas réel ou rationnel :
+1 si n est pair
szmwz{{} pair

{1} sinon.
1 sin=1
Q- R =] -1 sin=2

0 sin>3

Cas d’un corps fini K = F; : Tous les éléments de F; sont des racines de I'unité. On a alors
wWK) = Fy ~ Z/(qg — 1)Z. On remarque alors que pour d divisant ¢ — 1, le nombre ¢(d) est alors le
nombre de racines primitives d-emes de 'unité dans F. Ainsi

wmxy ) 0 sid fg—1
Card w, (Fy) —{ o(d) sidlg—1

A ce stade, on ne sait pas encore vraiment décrire ;. On sait dire, néanmoins que

n (F) = | i) = || wi(F) = tpgea(ng—1) (Fy)
d|n d|n
d|lg—1
est un groupe cyclique d’ordre Zd|pgcd(n,q—1) ©(d) = pged(n, g — 1).
Remarque 3.9. Lorsque p = car(K) divise n, si on écrit n = pm, on a X? —1 = (X — 1)?. Ceci nous
donne donc X™ —1 = XP™ —1 = (X™ — 1)? de sorte que W, (K) = W, (K). En particulier, uf (K*) = 0.
En effet, si ¢ € uf (K ), alors (¢) est un sous-groupe d’ordre n de i, (K*), lui-méme d’ordre au plus
m, ce qui est absurde.
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3.3 Polynémes cyclotomiques sur C

Comme vous 'avez certainement vu en option C, il est utile de définir les polynémes cyclotomiques
aussi bien sur C que sur un corps fini.

Définition 3.10. Le n-éme polynéme cyclotomique est définit par &, = H X -

Ceny(C)
Proposition 3.11. Ona X" — 1= H D,
d|n
Démonstration. 1l suffit d’observer que p,(C) = |_| wy(C) est I'ensemble des racines de X™ — 1. O

Proposition 3.12. On a ®,, € Z[X] et ce polynome est unitaire.

Démonstration. On procede par récurrence sur n. Sin =1, alors &1 = X — 1.
Hérédité : On pose F = [] d‘" ®,; € Z[X] par hypothése de récurrence et on effectue la division

euclidienne dans Q[X] de X™ — 1 par F. Cela donne F'®,, = X" —1 = QF + R avec deg R < deg F' ou
on peut choisir @, R € Z[X] car F est unitaire. Donc R = (®,, — Q) F. Pour des raisons de degré, on a
0=%®, —Q=R. Donc ¢, € Z[X]. O

Remarque 3.13. En appliquant la formule d’inversion de M6bius dans le groupe abélien C(X)*, on trouve
directement ®,, = Hd|n (X%l _ 1)u(d).

3.4 Polyndémes cyclotomiques sur un corps de « bonne » caractéristique

On suppose dans cette partie que K est un corps de caractéristique p (éventuellement p = 0) ne
divisant pas n.
On définit K,, comme étant le corps de décomposition de X™ — 1 sur K.

Lemme 3.14. Soit n € N* et K un corps de caractéristique p ne divisant pas n. Alors
1. X" — 1 est sans facteur carré dans K.
2. L’ensemble des racines de ®,, dans K est W (K).

Démonstration.
1. Si X™ — 1 a un facteur carré @, on écrit X" — 1 = Q?R avec Q,R € K[X]. En dérivant, on a

nX" ! = Q(2Q'R+QR’) donc Q divise X" —1 et n.X"~1. Comme n est inversible dans K par hypotheése
sur la caractéristique, on en déduit que Q|pged(X™ — 1, X" 1) = 1.

2. Soit ¢ € K une racine de X™ — 1. Comme X" —1 = Hd‘n ®4, la racine ¢ est racine de l'un des
®,. Mais ¢ si est une racine primitive, alors ¢ n’est pas racine de ®4 pour d|n, d # n, donc est racine
de ®,,. Si ¢ n’est pas une racine primitive, alors il existe e|n, e # n tel que (¢ = 1, donc ¢ est racine de
®,4|X€ — 1 pour un certain dle|n, d # n. O

Proposition 3.15. Sicar(K) fn, alors Card(p,(K,)) =n et Card(p) (K,)) = p(n).
En particulier, w,(K,) est isomorphe a Z/nZ et w'(K,) est l'ensemble des générateurs de ce groupe
cyclique qu’on identifie a (Z/nZ)™

Démonstration. Le polyndme X" — 1 est sans facteur carré donc ne possede pas de racine multiple dans
K, ou il est alors scindé & racines simples. Ainsi, w, (K,) est un groupe cyclique d’ordre n et les éléments
de wr(K,,) sont alors exactement les éléments d’ordre n de w,(K,). O

Définition 3.16. Si p fn, on définit le n-éme polynéme cyclotomique par :
o= J[ (X-9¢
CEpn(Kn)

Exercice 6. Montrer, en utilisant des extensions de corps, qu’on peut se ramener a 'un des cas K = Q
ou K =T,

Proposition 3.17. On suppose p fn. Soit v : Z — K le morphisme canonique. Alors ®,, x = o(®y,).
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Démonstration. Remarquons d’abord que i, (Kn) = |y, 3(Kn) car X™ —1 est scindé & racines simples

sur K. Ainsi,
xt—1= I &-0=II II =I]%ux.

CEUn(Kn) din ¢ep’(Kn)  din

On pose ¥,, = «(®,,) et on va montrer par récurrence sur n € N* tel que p fn que ¥,, = &, , . Si
n=1,alors ¥,, = ®, g, =X — 1.

Hérédité : On a H Oy, =X"-1=1(X"-1)=1 H Dy | = H U,. Les d|n vérifient I’hypothese

d|n d|n d|n
donc par hypothése de récurrence, on a ®4 i, = ¥4 pour tout d|n tel que d # n. Comme 'anneau K, [X]
est inteégre, on a alors ®,, g, = ¥,,. O

3.5 Facteurs irréductibles des polynémes cyclotomiques

Théoréme 3.18 (Irréductibilité des polynémes cyclotomiques). Pour tout n € N*, le polynome ®,, est
irréductible sur Z.

Démonstration. Etape 1 : Comme Z[X] est factoriel, on peut écrire ®,, = [T;_, Qi avec Q; € Z[X]
irréductible. Le produit des coefficients dominants des @; est 1 donc les @Q; sont tous de coefficients
dominant +1 et le nombre de —1 est pair. Quitte a remplacer certains ; en —();, on peut supposer que
les (Q; sont unitaires.

Etape 2 : Soit ¢ € u* (C). Pour tout nombre premier p ne divisant pas n, 1’élément ¢? dans p,, (C) ~
7Z/nZ est encore un générateur car de méme ordre n que ¢, donc ¢? € p(C).

Etape 3 : Soient 4, j € [1,7] tels que Q;(¢) =0 = Q;(¢P). Supposons par I'absurde qu'’il est possible
éve: QX] —» C

P P
car ; est irréductible et annule ¢. En particulier Q; o X? € ker évy = (Q;). Par unicité de I’écriture du
polyndme primitif, on en déduit que @; o X? = RQ; pour un certain R € Z[X] unitaire.

Etape 4 : Notons * : Z — F,, la réduction modulo p, qu'on étend canoniquement par propriété
universelle en = : Z[X] — Fp[X] et F': F,[X] — F,[X] le morphisme de Frobenius, qui est un morphisme
d’algebres. Alors (@)p =F(Q;) = Qj(F(X)) = Q;(X?) = Qj o X? = Q;R. Soit 7 un facteur irréductible
de Q; dans F,[X], ce qui existe car deg(Q;) = deg(Q;) > 0. Sur F,, on a 7|Q;R = Q; . Par le lemme
de Gauss, on a 7|@Q;, donc 72|Q;Q;|®,|X™ — 1. On aboutit ainsi & une contradiction avec i # j via le
lemme (1.).

Etape 5 : Soit ¢’ € p*(C). Comme ¢ engendre p*(C), il existe m € N tel que ¢’ = (™. Comme
¢" est dordre n et que (/PEatmm = (PEedtmm = (PPem(min) — 1 on en déduit que n, ordre de (',
divise donc que pged(m,n) = 1. On montre alors, par récurrence sur le nombre de facteurs

de choisir i # j. Considérons le morphisme de Q-algebres . Son noyau est (Q;)

pgcd?m,n) ’
irréductibles de ¢’, que toute racine de ®,, est racine de @;. Ainsi ®,,|Q;|P,,. Donc Q; est le seul facteur
irréductible de ®,,. O

Corollaire 3.19. Si ¢ = ¢, on a Decg(X™ —1) = Q(¢) ~ Q[X]/(®,). De plus, [Q(¢) : Q] = o(n).

Exercice 7. Montrer que la plus petite extension de Q contenant toutes les racines n-iémes de 'unité
est de degré o(n) sur Q.

Les polynoémes cyclotomiques donnent alors une famille de polynémes irréductibles de Z[X]. Cepen-
dant, comme la démonstration le suggere, ces polynémes ne sont en général pas irréductibles sur un corps
fini. Par exemple &g = X4 — X2 +1 = (X2 + X + 1) sur Fo. et on a le résultat suivant :

Théoreme 3.20. Soit k = F, un corps fini a q éléments et n € N* un entier premier a q. Soit r Uordre
de G € Z/nZ. Alors les facteurs irréductibles de ®,, dans F, sont deuz d deux distincts et de degré r.

Démonstration. Soit P un facteur irréductible de ®@,, de degré s et K = F,[X]/(P), corps de rupture de
P sur Fg, qui est donc un corps fini de cardinal ¢°. Par construction, K contient une racine de ®,,, disons
¢ # 0 qui est donc une racine primitive n-iéme de 1'unité par le lemme (2.), donc d’ordre n. On a ¢ ¢ =
donc n|g® — 1. Ainsi ¢°* =1 mod n et donc s > 7.

Inversement, comme (" = 1 et ¢" = 1 modn, on a (¢ = (. Soit L le sous-corps de K formé
des racines de X7 — X. Alors ¢ € L mais K = F,[{] par construction comme corps de rupture, donc
L =K =F,[¢]. Donc ¢° = Card(K) < ¢" et ainsi r > s car ¢ > 2.

Ainsi, tous les facteurs irréductibles de ®,, sont de degré r. De plus, ils sont deux a deux distincts car
®,,|X™ — 1 qui est sans facteur carré sur F, par le lemme. O
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Corollaire 3.21. Le polynéme cyclotomique ®,, est irréductible sur Fy si, et seulement si, § € Z/nZ est
un générateur du groupe (Z/nZ)™.

Démonstration. ®,, est irréductible si, et seulement si, 'ordre de § dans (Z/nZ)™ est r = deg(®,) =
o(n) = ‘(Z/nZ)X . O

En particulier, les ®om ne sont jamais irréductibles sur F,, sauf si m € {1,2}.

3.6 Application aux calculs dans les corps finis

On a vu que F* est cyclique. En particulier, si o est un générateur de F,¢, alors F, = Fj[a] (résultat
qu’on peut qualifier de théoréme de 1’élément primitif dans les corps finis).

L’intérét d’un tel générateur est que, une fois déterminé, on dispose d’une représentation des éléments
le corps Fy qui est favorable & faire des multiplications, ce qui est souvent coliteux usuellement. En effet,
tout élément de F* s’écrit o™ pour un m € Z/(q — 1)Z. Ensuite, si on veut en plus faire des additions,
il s’agit de trouver un polynéme annulateur de «, de sorte que (1, ...,a" ! soit une Fp-base de F,. Or
on sait que o est une racine primitive ¢ — 1-eme de I'unité, donc racine du polynéme cyclotomoque ®,_;.

Corollaire 3.22. Dans Uanneau F),[X], les facteurs irréductibles de ®,r_1 sont de degré r.

Un tel facteur est appelé un polynome primitif sur IF), et ses racines sont des racines primitives p” — 1-
iemes de 1. En particulier, F,r = F,[¢] pour ¢ un générateur de IF;T.

Ezemple 3.23. Pour construire F1g, on doit choisir un facteur irréductible de ®15 = %;%);;I}s' On trouve

D5 = (X' +X3+1) (X*+ X +1). Ainsi Fi15 = Fo[X]/ (X* + X + 1) = Fa[] et I'élément « vérifiant
a’ = a+1 est un générateur de Fj.

Ainsi F15 = {1,a,0?,..., a0’} et la table de multiplication est immédiate. La table d’addition se
dresse ensuite facilement en exploitant la relation a* = o + 1. Par exemple a® = a? +a et a® =a? +1

donc o® +a® =a+1=a

3.7 Une remarque culturelle sur certains groupes linéaires sur un corps

Soit K un corps.

On dispose d’une injection naturelle j : SL, (K) < GL,(K) et d’'un morphisme de groupes quotient
GL,(K) - PGL,(K) = GL,(K)/K*I,. On peut alors considérer le morphisme de groupes f = mwoj:
SL,(K) — PGL,(K).

Tout d’abord on observe que ker f = j71(K*1I,) = K*I, N SL,(K) = p,(K)I,. On dispose alors
d’une premiére suite exacte :

1 = o (K) — SLn(K) L PGL,(K)

D’un autre c6té, on dispose d’un morphisme de groupes induit par le déterminant : det : GL,,(K) —
K. On observe que I'image par ce morphisme du centre de GL,, (K) est det(K*I,,) C K*" I’ensemble des
puissances n-émes dans K*. En considérant le morphisme de groupes quotient ¢ : K* — K*/K*™ on
peut alors définir un morphisme de groupes godet : GL,,(K) — K*/K*™ qui est surjectif par composition.
Comme K*1I,, C ker g, celui-ci induit alors un morphisme de groupes ¢ : PGL,,(K) — K*/K*™ qui est
encore surjectif.

Enfin, on peut vérifier que im(f) = ker § de sorte qu’on a en fait une suite exacte de groupes :

1 = tn(K) — SLo(K) 5 PGL(K) 5 KX /K*" — 1
Lorsque n est une puissance de car(K) = p, on sait alors que p,(X) = 1. On observe dans ce cas

que SL, (K) s’identifie & un sous-groupe distingué de PGL,(K) et que K*/K*" g’identifie au quotient
PGL,(K)/SL,(K).
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4 Polynémes a n indéterminées

Tous les anneaux considérés seront commutatifs, et on désigne toujours par A un anneau commutatif
et K un corps.

4.1 Algebre sur un anneau

Définition 4.1. Une A-algeébre B (associative et unifére) est la donnée d’un anneau B et d’un morphisme
d’anneau p: A — Z(B) on Z(B) ={z € B, Vb€ B, zb=bz}.

Remarque 4.2. On peut donner d’autres définitions plus générales lorsqu’on ne suppose pas B unifere,
ou associative, mais je n’en vois pas l'intérét dans le cadre de I'agrégation.
Le morphisme p n’est en général pas injectif. Il permet de munir B d’une structure naturelle de
A-module via a - b = p(a)d.
Exemple 4.3. Un anneau est une Z-algebre pour le morphisme canonique Z — A qui envoie n — nl 4.
L’anneau M, (A) est un exemple de A-algébre non-commutative pour le morphisme naturel f : z +—
xl,,.

Avant toute chose, rappelons brievement la propriété universelle des algebres de polynoémes :

Théoréme 4.4 (Propriété universelle des algebres de polynomes (finies)). Soit A un anneau commautatif
et B une A-algébre. Soit n € N*. Soient b = (by,...,b,) un n-uplet d’éléments de B qui commutent
deuz d deux. Alors il existe un unique morphisme de A-algébres ¢ = evyp : A[X1,...,X,] = B tel que
©(X;) = b; pour tout i € [1,n].

Ceci définit en particulier P(b) = ¢(P) et permet de manipuler des formules usuelles. On notera
que la condition de commutativité est vide si n = 1, ce qui est le cas en général quand on manipule des
polynémes d’endomorphisme en algebre linéaire par exemple.

Corollaire 4.5. On a un isomorphisme d’algébres naturel A[Xy,..., X,|[Y] ~ A[X1,...,Xn, Y]

Corollaire 4.6. A tout polynome P € AlX1,...,X,], on associe une fonction fp : A™ — A dite
polynémiale, donnée par (zo,...,Tn) — P(zo,...,Tn) =€Vyy, 5, (P).

Remarque 4.7. Si B est une R-algebre et p : A — R est un morphisme d’anneau, alors B hérite d’une
structure de A algebre via p mais il faudra alors remarquer que les coefficients de P via ¢ sont « modifiés »

par p.
On se fixe un entier naturel n € N* et on considére l'algebre A[Xy,...,X,] des polynomes a n
indéterminées sur un anneau A.

4.2 Degré, polyndomes homogenes

Notation 4.8. Pour tout n-uplet d’entiers naturels m = (my,...,m,) on notera X™ = X" ... X",
Définition 4.9. Un monéme est un polyndme de la forme aX™ = aX{"--- X" avec a € A et
(my,...,my) € N*. Il est non nul si am # 0.
; . . mi ymey ) TOO sia=0
Son degré total, ou plus simplement son degré, est deg(aX] Xmn) = { Z?=1 m; sinon.
Son multidegré est mdeg (X7 -+ - X') = (mq,...,my).
Le degré total (ou degré) d’un polynéme P = Z am X7 - X' est le maximum des

m=(m1i,...,my)EN"
—00 siP=0
max {>_1" |, am # 0} sinon.

Le degré partiel en X; d'un polynéme P € A[X1y,...,X,], noté degy, (P), est le degré du polynome
canoniquement associé a P dans Uanneau A[Xy, ..., X;—1, X;41, ..., X,][Xi]-

degrés des mondémes qui le constituent, autrement dit, deg(P) = {

Fait 4.10. Pour tous P,Q € A[X1,...,X,], ona :
(1) deg(P + Q) < max (deg(P),deg(Q)) avec égalité si deg(P) # deg(Q) ;
(2) deg(PQ) < deg(P) + deg(Q) avec égalité si A est intégre.
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Définition 4.11. Un polynome est dit homogéne de degré d si les monémes non nuls qui le constituent
sont tous de degré d.

Une forme algébrique de degré d a n variables est I’application polynomiale fp : K™ — K associée a
un polynéme P € K[X;,...,X,] homogeéne de degré d.

Ezemple 4.12.

(1) Une forme algébrique de degré 1 est une forme linéaire.

(2) Une forme algébrique de degré 2 est une forme quadratique.
n

(n) Le déterminant det = Z (o) H Xo(j),; est un polynome homogene en n

€6, Jj=1
n. La forme algébrique associée fyet de degré n permet de définir une application n-linéaire alternée f

sur le A-module libre A", donnée par f (3 x1j,..., 2. Tnj) = faes(Ti ;).

2 variables de degré

Fait 4.13. L’ensemble des polynomes homogénes de degré d est un A-module libre de rang ("+§_1) et de
base (X" --- X)) ot m = (my,...,my) € N vérifie mi +--- +my =d.
Ezxemple 4.14.
(1) L’espace vectoriel des formes linéaires sur K™ est de dimension n.
n+271) _
n

(2) L’espace vectoriel des formes quadratiques sur K™ est de dimension ( w

Voici deux liens entre les polyndémes a plusieurs variables et les polyndmes homogenes :
Lemme 4.15. Soit P € A[Xq,...,X,] un polynome, Q(T) = P(TX4,...,TX,) € A[Xy,..., X,][T] et
d € N. S’équivalent :
(i) le polynéme P € A[X1,...,X,] est homogéne de degré d ;
(i) Q(T) =TP(X1,...,Xn);
(#ii) le polynome Q(T) est un monome de degré d.

Démonstration. Soit P = Zame € AlXy,..., X, Alors Q(T) = Z Z amX™T. (i) =
m

deN meNT
mi+-+my,=d

(#t) car tous les mondmes non nuls ont degré d donc on peut dter la somme sur d € N. (i) = (4i7) est

évident. (4i7) = (¢) car tout mondme de P doit étre soit nul, soit de degré d. O
Proposition 4.16 (Echelonnement en degré). Tout polynéme P € A[X1,...,X,] s’écrit de maniére
unique sous la forme P = ZPd avec Py € A[X1,...,X,] homogéne de degré d.

deN

Démonstration. Existence : Soit Q(T) = P(TX1,...,TX,) € A[X1,..., X,][T]. On écrit alors Q(T)

Y den PiT? avec Py =Y mewn amX™. Les Py sont homogenes de degré d par construction.
mi+---+my=d
Unicité : Si P = ), yP; avec P; homogene de degré d. Alors Q(T) — Q(T) = 0

Suen PATX1, .., TX,) = P(TX1, ..., TXy) = Y gen T (P} — Py). Donc Py = Py. O

Définition 4.17. Si P € A[X;,...,X,], on appelle homogénéisé de P le polyndéme homogene :

X X, .
xXip|== . .. == AlX,,.... X = P).
0 (XO ) "X, ) € [ 05 ) n] ot d=deg(P)

Voici quelques propriétés des polynémes homogenes, laissées en exercice au lecteur :

Proposition 4.18. 1. Si P € K[Xo,...,Xy] est homogéne, alors lapplication polynomiale fp est
homogéne, c’est-d-dire que fp(Ax) = X38(F) fp(z).
2. Réciproquement si K est infini et fp est homogeéne, alors P est homogéne.

8. Les facteurs irréductibles d’un polynome homogéne sont homogénes de degré inférieur.

Remarque 4.19. 11 existe un lien fort entre les lieux de zéros de polynoémes et la géométrie. Par exemple,
X?24+Y?2—1 définit un polynéme dans R[X, Y] dont le lieu des zéros dans R est un cercle. Plus généralement,
une conique dans K? est, par définition, le lieu d’annulation d’un polynéme de K[X,Y] de degré total 2;
une quadrique dans K3 est le lieu d’annulation d'un polynoéme de K[X,Y, Z] de degré total 2.

Pour un polynéme homogene P € K[X;, ..., X,], on dispose d'une forme algébrique fp : K™ — K qui
est une fonction homogene. En particulier, étant donné une droite vectoriel D de K™, on a la disjonction
suivante :
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— soit fp s’annule sur D ;
— soit fp ne s’annule pas sur D \ {0}.

On ne peut pas définir directement de fonction polynomiale sur ’espace projectif (i.e. 'espace des droites
vectorielles), mais on peut donner un sens a ’équation Plzg : ... : x,] =0.

Par exemple, le polynéme X2 +Y? — Z2, qui est 'homogénéisé de X2 + Y2 — 1 définit un cone de R?
et, en fait, une conique dans P?(R). Une conique projective est alors, par définition, le lieu d’annulation
dans P?(K) d'un polynéme homogene de degré 2 de K[X,Y, Z].

On étudiera plus en détails ces propriétés géométriques dans le cours de géométrie et dans le prochain
cours sur les formes quadratiques, ainsi que quelques éléments de classifications.

4.3 Polyndmes symétriques

Considérons le groupe G = &,, et B la A-algébre A[X;,...,X,] des polyndémes & n indéterminées.
La propriété universelle donne ’existence d’un unique automorphisme de A-algebres ¢, : B — B tel que
Xi = X,(;). On note P? le polynéme ¢, (P) = P(X,(1),..., Xowm))-

Ceci définit une action de groupes &, O A[Xq,...,X,].

Définition 4.20. Un polynome P € A[Xq,...,X,] est dit symétrique s’il est fixé par 'action de &,,. Le
k

polynéme symétrique X} = Z H X, est appelé k-ieme polynome symétrique élémentaire.
1<ii << <n j=1

Par convention, on posera Xf = 1.
Exemple 4.21. X' =X1 4+ -+ X, et 87 = X1 --- X,

Exercice 8. Ecrire ¥3 et ¥4. Combien de mondmes non nuls constituent le polyndéme %7 ?

Théoréme 4.22. L’ensemble A[X1,...,X,|®" des polynomes symétriques est une sous-A-algébre de
A[Xy,...,X,] engendrée par les 37

Démonstration. La preuve de ce théoreme est fondamentale car elle fournit également un algorithme qui
permet d’écrire explicitement un polyndéme symétrique comme polynéme en les polynémes symétriques
élémentaires. On considere 'ordre lexicographique, noté >, sur N” donné par

a=(ay,...,an) >=b=(by,...,by) <= Fk €[0,n—1], arr1 > bpr1 et Vi <k, a; =1b;

Pour P = Z amX™, on définit son multidegré par mdeg(P) = max{m € N, a,, # 0} ou le
meN™
maximum est pris pour 'ordre lexicographique >. On dira que a,qeg(p) est le coefficient dominant de P.

Soit P un polyndme symétrique de multidegré m = (mq,...,m,). On cherche alors un polynéme
Qe AX, ..., 3" C A[X,..., X,]®" ayant méme coefficient dominant que P et méme multidegré.

Lemme 4.23. Si P est symétrique de multidegré m, alors mi > mg > -+ > m,,.

Démonstration. Soit 0 € G,,. Notons m? = (mg(l), e ,ma(n)). Le monéme o - X™ = X™° apparait

dans P? = P. Comme m > m?, on a my > Mg (1)- Ceci étant valable pour tout o € &,,, il vient a; > oy

pour tout 4. Plus généralement, pour tout k& € [1,n — 1], on montre que my > m, ;) pour tout o tel que

0'|[[1,k71]] = id[[l,kfl]]- Ainsi, on a bien ma > mao > 2> my,. O]
On peut donc définir Q = (S7)™ ™2 (Zn_ )" 7" (2™ € A[ST,...,E"]. On a:

mdeg(Q) = Y _(m; —miy1) mdeg (F)
i=1
avec My41 = 0. Or mdeg (X7) = mdeg (X1 --- X;) = (1,...,1,0,...,0). D’ou :
——

7 termes

mdeg(Q) = (m1 — ma,0,...,0) + (mg — ms, mg —ms,0,...,0) + -+ (My,...,my) = m.

Soit P = P — am@Q. Alors mdeg(P) = mdeg(P). Comme > est un bon ordre sur N*, on en déduit
que la suite définie par Py = P et P;;1 = P; stationne en 0 et, en particulier, que P € A[X},...,X"] car
P:ZPi—PH_laVGCPi—PH_l:Pi—PiEA[ ?,,E?’L] O]

19



Exercice 9. Montrer que P = X3 + X3 + X3 est symétrique et I'écrire comme un polynéme en les
polynoémes symétriques élémentaires.

Puisqu’on s’intéresse a ’action du groupe G,,, il est naturel de s’intéresser également a 'action du
sous-groupe 2,. On note ¢ : &, — {£1} la signature. Parce qu’on a besoin de distinguer 1 et —1, on
suppose que A est un anneau intégre de caractéristique car(A4) # 2. On est d’abord amené & introduire
la notion suivante :

Définition 4.24. Un polynéme P € K[Xq,...,X,] est dit antisymétrique si pour tout o € &, on a
o-P=c¢(o)P.

Exemple 4.25. Le polynéome A = H1<i<j<n(Xi — X;) est antisymétrique. En fait, c’est un polynéme
antisymétrique non nul de degré minimal et il engendre le module des polynémes antisymétriques sur
I’anneau des polynémes symétriques.

Voici quelques propriétés laissées en exercices :

Proposition 4.26.
(1) Pour tout polynome antisymétrique Q, il existe un unique polynome symétrique P tel que Q = AP.
(2) Les polynomes P € A[Xq,...,X,] fizés par Uaction de U, sont exactement ceur qui s’écrivent
sous la forme P =S + AT avec S, T symétriques. De plus, une telle écriture est unique.

4.4 Relations coeflicients-racines

Dans la suite, on suppose que 'anneau A est integre.

Définition 4.27. Soit P € A[T] un polynéme en une indéterminée. On dit que a est une racine d’ordre
msi (X —a)™|P et (X —a)™t JP.

Ezemple 4.28. Un élément a € A est racine d’ordre supérieur & 2 si, et seulement si, P(a)) = 0 = P'(«).
En revanche, on n’a pas de résultat analogue pour un ordre m > 3. Par exemple, si A est intégre de
caractéristique 2, alors P = X?2 vérifie P(k)(O) = 0 pour tout k mais 0 n’est pas racine d’ordre 3 car X3
ne divise pas P.

Exercice 10. Soit A un anneau commutatif intégre et n € N*.
1. Soient P € A[X] et ay,...,a, des éléments de A deux & deux distincts. Soit (mq,...,m,) € N™.
(a) Montrer que s’équivalent :
(i) pour tout ¢ € [1,n], ’élément a; est racine d’ordre supérieur & m; de P;
(ii) le polynome []; (X — a;)™ divise P.
Indication : on pourra se ramener d l'anneau euclidien Frac(A)[X].
(b) En déduire que sous ces conditions deg(P) > Y1 | m;.
2. Soit P € A[X,..., X,

(a) Soient E1,..., E, des parties infinies de A. Montrer que fp est nulle sur By x - -+ x E, si, et
seulement si, P = 0.

(b) Montrer que si A =R et fp est nulle sur un ouvert 2 de R”, alors P = 0.

Lemme 4.29. Soit A un anneau commutatif. Dans A[X1,..., X4][T], on a Uégalité :

(T - X;) =Y _(~1)'sdTi
1 =0

d d
i=
Démonstration. C’est un calcul qui se fait par récurrence sur d. O

Proposition 4.30 (Relations coefficients-racines). Soit A un anneau commutatif, N € A* et P =
)\ngl(X — ;) € A[X] un polynome scindé de racines aq,...,aq € A comptées avec multiplicité. On
écrit P = Z?:o a; X' Alors ag =\ € A* et pour tout i € [0,d — 1], on a :

a; = ad(—l)dﬂ'zg_i(al, ce Q).
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Démonstration. On évalue par la propriété universelle la formule du lemme en (a;, ..., ), ce qui donne :

d d

A =) = A=1)'5(an,...,a0) X4 = P,

i=1 i=0
O

Corollaire 4.31. Soit A est un anneau commutatif intégre et P = Xd+2§l:_01 a; X* € A[X] un polynéme

unitaire de degré d. Soit K = Frac(A) et L = Deck(P) le corps de décomposition de P sur K. Soient
a1, ...,0q les racines de P dans L comptées avec multiplicité. Alors pour tout polyndéme symétrique @ €
AlX,...,X,], il existe (un unique) polynome R € A[Y1,...,Yqy] tel que Q(aq,...,aq) = R(ag,...,aq-1)-

En particulier, toute relation symétriques en les racines d’un polynome est un élément de l'anneau
qui contient les coefficients de ce polynome.
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Ezemple 4.32. Pour tout n € N, on a j* +j" € Z, ol j =e'5 .
De méme, (155)" + (155) e z.
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