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Ce polycopié a pour objectif de proposer une synthése d’un certain nombre de techniques liées a la
manipulation des polynomes a une ou plusieurs indéterminées sur un anneau factoriel.

Tous les anneaux considérés seront commutatifs, et on désigne toujours par A un anneau commutatif
et K un corps.

Avant toute chose, rappelons brievement la propriété universelle des algeébres de polynémes

Théoréme 0.1 (Propriété universelle des algebres de polynémes (finies)). Soit A un anneau commutatif
et B une A-algébre. Soit n € N*. Soient b = (b1,...,b,) un n-uplet d’éléments de B qui commutent
deuz o deux. Alors il existe un unique morphisme de A-algébres ¢ = evp : A[X1,...,X,] = B tel que
©(X;) = b; pour tout i € [1,n].

Ceci définit en particulier P(b) = ¢(P) et permet de manipuler des formules usuelles. On notera
que la condition de commutativité est vide si n = 1, ce qui est le cas en général quand on manipule des
polynémes d’endomorphisme en algebre linéaire par exemple.

Corollaire 0.2. On a un isomorphisme d’algébres naturel A[Xy,..., X,][Y] ~ A[X,,...,X,,Y].

Corollaire 0.3. A tout polynome P € A[X1,...,X,], on associe une fonction fp : A™ — A dite
polynémiale, donnée par (xo,...,Tn) — P(To,...,Tn) = €Vgy . 4. (P).

Remarque 0.4. Si B est une R-algebre et que p : A — R est un morphisme d’anneau, alors B hérite
d’une structure de A algébre via p mais il faudra alors remarquer que les coefficients de P via ¢ sont
« modifiés » par p.

1 Polyndémes a n indéterminées

On se fixe un entier naturel n € N* et on considére lalgébre A[Xy,...,X,] des polynomes & n
indéterminées sur un anneau A.

1.1 Degré, polynomes homogénes

Notation 1.1. Pour tout n-uplet d’entiers naturels m = (myq,...,m,) on notera X™ = X{"* ... X",
Définition 1.2. Un monéme est un polyndme de la forme aX™ = aX{"--- X" avec a € A et
(my,...,my) € N Il est non nul si am # 0.

Son degré total, ou plus simplement son degré, est deg(aX("* -+ X)) = { - sia=0

> m; sinon. Son
multidegré est mdeg (X7 --- X)) = (my,...,My).

Le degré total (ou degré) d’un polynéme P = Z am X7 - X' est le maximum des

m=(m1,...,my)EN"

—00 siP=0
max {) ;" |, am # 0} sinon.

Le degré partiel en X; d’un polynéme P € A[X,..., X,], noté degy, (P), est le degré du polynéme
canoniquement associé & P dans Uanneau A[Xy,..., X;—1, X;+1, ..., X,][Xi]-

degrés des mondmes qui le constituent, autrement dit, deg(P) = {

Fait 1.3. Pour tous P,Q € A[Xy,...,X,], ona :
(1) deg(P + Q) < max (deg(P),deg(Q)) avec égalité si deg(P) # deg(Q) ;
(2) deg(PQ) < deg(P) + deg(Q) avec égalité si A est intégre.

Définition 1.4. Un polynoéme est dit homogéne de degré d si les mondmes non nuls qui le constituent
sont tous de degré d.

Une forme algébrique de degré d a n variables est ’application polynomiale fp : K™ — K associée a
un polynéme P € K[Xj,...,X,] homogene de degré d.

Ezemple 1.5.

(1) Une forme algébrique de degré 1 est une forme linéaire.
(2) Une forme algébrique de degré 2 est une forme quadratique.
n

(n) Le déterminant det = Z (o) H X, (;),; est un polynéme homogene en n? variables de degré

oG, j=1
n. La forme algébrique associée fqor de degré n permet de définir une application n-linéaire alternée f

sur le A-module libre A", donnée par f (> z1j,...,> &n;) = faet(Tij)-



Fait 1.6. L’ensemble des polynomes homogénes de degré d est un A-module libre de rang ("+fil_1) et de
base (X" --- X)) oum = (m1,...,my) € N" vérifie my +---+m, =d.

Ezemple 1.7.
(1) L’espace vectoriel des formes linéaires sur K™ est de dimension n.

(2) L’espace vectoriel des formes quadratiques sur K™ est de dimension ("Jrf;l) = w

Voici deux liens entre les polynémes a plusieurs variables et les polyndmes homogenes :
Lemme 1.8. Soit P € A[Xq,...,X,] un polynome, Q(T) = P(T'X1,...,TX,) € A[Xy,...,X,][T] et
d € N. S’équivalent :
(i) le polynome P € A[X1,...,X,] est homogéne de degré d ;
(ii) Q(T) = TP(Xy,...,X,);
(iii) le polynome Q(T) est un monéme de degré d.

Démonstration. Soit P = Zame € AlXy,...,X,]. Alors Q(T) = Z Z am X™T?. (1) =

m deN meN™
M tmn=d

(#i) car tous les mondmes non nuls ont degré d donc on peut dter la somme sur d € N. (i) = (4i1) est

évident. (ii7) = (¢) car tout mondme de P doit étre soit nul, soit de degré d. O
Proposition 1.9 (Echelonnement en degré). Tout polynome P € A[X1,...,X,] s’écrit de maniére
unique sous la forme P = ZPd avec Py € A[X1,...,X,] homogéne de degré d.

deN

Démonstration. Existence : Soit Q(T) = P(TX1,...,TX,) € A[X1,...,X,][T]. On écrit alors Q(T) =

> deN P, T avec P; = > meNT amX™. Les P; sont homogenes de degré d par construction.
my+-tmp=d
Unicité : Si P = ), P, avec P) homogene de degré d. Alors Q(T) — Q(T) = 0

Syen PATX1, ..., TX,) = P(TXy, ..., TXy) = 3 yon T (P} — P4). Donc P} = Py. O

Définition 1.10. Si P € A[X},..., X, ], on appelle homogénéisé de P le polyndme homogene :

X X, .
xXip|=—= . . . == AlXo, ..., X, d = deg(P).
0 (X07 ,XO)G [ 0, ) ] ou eg( )

Voici quelques propriétés des polyndomes homogenes, laissées en exercice au lecteur :

Proposition 1.11. 1. Si P € K[Xy,...,Xn] est homogéne, alors Uapplication polynomiale fp est
homogéne, c’est-a-dire que fp(A\x) = A1°8(F) fp ().

2. Réciproquement si K est infini et fp est homogéene, alors P est homogéne.

3. Les facteurs irréductibles d’un polynome homogéne sont homogénes de degré inférieur.

Remarque 1.12. Tl existe un lien fort entre les lieux de zéros de polynoémes et la géométrie. Par exemple,
X?2+Y?2—1 définit un polynéme dans R[X, Y] dont le lieu des zéros dans R est un cercle. Plus généralement,
une conique dans K? est, par définition, le lieu d’annulation d’un polynéme de K[X,Y] de degré total 2;
une quadrique dans K3 est le lieu d’annulation d'un polynoéme de K[X,Y, Z] de degré total 2.

Pour un polynéme homogene P € K[X;, ..., X,], on dispose d'une forme algébrique fp : K™ — K qui
est une fonction homogeéne. En particulier, étant donné une droite vectoriel D de K™, on a la disjonction
suivante :

— soit fp s’annule sur D

— soit fp ne s’annule pas sur D \ {0}.

On ne peut pas définir directement de fonction polynomiale sur I'espace projectif (i.e. 'espace des droites
vectorielles), mais on peut donner un sens a ’équation Plzg : ... : x,] =0.

Par exemple, le polynéme X2 +Y?2 — Z2, qui est 'homogénéisé de X2 + Y2 — 1 définit un cone de R?
et, en fait, une conique dans P?(R). Une conique projective est alors, par définition, le lieu d’annulation
dans P?(K) d’'un polynéme homogene de degré 2 de K[X,Y, Z].

On étudiera plus en détails ces propriétés géométriques dans le cours de géométrie et dans le prochain
cours sur les formes quadratiques, ainsi que quelques éléments de classifications.



1.2 Polynémes symétriques

Considérons le groupe G = &,, et B la A-algébre A[X1,...,X,] des polynémes a n indéterminées.
La propriété universelle donne I'existence d’un unique automorphisme de A-algebres ¢, : B — B tel que
Xi = X5()- On note P? le polynéme ¢, (P) = P(Xg(1), -+ Xo(n))-

Ceci définit une action de groupes &, O A[X1,...,X,]

Définition 1.13. Un polynéme P € A[X;,...,X,] est dit symétrique s'il est fixé par 'action de &,,. Le
k

polynoéme symétrique 3} = Z H X, est appelé k-ieme polynome symétrique élémentaire.
1<iy <--<ip<n j=1

Par convention, on posera 37 = 1.
Exemple 1.14. ¥ = X1+ -+ X, et X7 = X5 -+ X,,.

Exercice 1. Ecrire ¥3 et ¥4. Combien de mondmes non nuls constituent le polyndéme %7 ?

Théoréme 1.15. L’ensemble A[X1,...,X,|®" des polynomes symétriques est une sous-A-algébre de
A[Xy,...,X,] engendrée par les 3.

Démonstration. La preuve de ce théoréme est fondamentale car elle fournit également un algorithme qui
permet d’écrire explicitement un polynéme symétrique comme polynome en les polyndmes symétriques
élémentaires. On considere 'ordre lexicographique, noté >, sur N” donné par

a=(a1,...,an) =b=(b1,...,by) <= Jk €[0,n—1], ar41 > bpt1 et Vi <k, a; =1b;

Pour P = Z amX™, on définit son multidegré par mdeg(P) = max{m € N", ay, # 0} ou le
meN™
maximum est pris pour 'ordre lexicographique >. On dira que a,qeg(p) est le coefficient dominant de P.

Soit P un polynéme symétrique de multidegré m = (my,...,my). On cherche alors un polynome
Qe AXY, ..., 2 C A[Xy,..., X, ayant méme coefficient dominant que P et méme multidegré.

Lemme 1.16. Si P est symétrique de multidegré m, alors my > mg > --- > my,,.

Démonstration. Soit o € &,,. Notons m? = (mg(l), . ,mg(n)). Le monéme ¢ - X™ = X™° apparait

dans P? = P. Comme m > m?, on a my > mg(1). Ceci étant valable pour tout o € &, il vient a; > «;

pour tout 4. Plus généralement, pour tout k& € [1,n — 1], on montre que my > m, () pour tout o tel que

O|[1,k—1] = id[1 k—1]- Ainsi, on a bien my; > mg > -+ > my,. O
On peut donc définir Q = (7)™ ™2 ... (Zn_ )" (80)™ € A[S},...,E"]. On a:

n—1
mdeg(Q) = Z(mz —mjt1) mdeg (X7')
i=1

avec Mpy41 = 0. Or mdeg(zzl) = mdeg(Xlu-Xi) = (1,...,1,0,...,0). D'ou :
N——

i termes

mdeg(Q) = (m1 —mo,0,...,0) + (ma — mz, ma —m3,0,...,0) + -+ (My,...,mp) =m.

Soit P = P — am@. Alors mdeg(P) >~ mdeg(P). Comme > est un bon ordre sur N*, on en déduit
que la suite définie par Py = P et P;;1 = P; stationne en 0 et, en particulier, que P € A[X?,...,X"] car
P:ZPi—PiJrlavecPi—PHl:Pi—PieA[ ?7,22] O]

Exercice 2. Montrer que P = X7 + X3 + X3 est symétrique et I’écrire comme un polynoéme en les
polynémes symétriques élémentaires.

Puisqu’on s’intéresse a ’action du groupe &,,, il est naturel de s’intéresser également a 'action du
sous-groupe 2A,. On note € : &,, — {£1} la signature. Parce qu’on a besoin de distinguer 1 et —1, on
suppose que A est un anneau intégre de caractéristique car(A) # 2. On est d’abord amené & introduire
la notion suivante :

Définition 1.17. Un polynéme P € K[Xq,...,X,] est dit antisymétrique si pour tout o € &, on a
o-P=c¢(o)P.

Ezemple 1.18. Le polyndme A = [], ;... (X; — Xj;) est antisymétrique. En fait, c’est un polynéme
antisymétrique non nul de degré minimal et il engendre le module des polyndémes antisymétriques sur
I’anneau des polynémes symétriques.



Voici quelques propriétés laissées en exercices :

Proposition 1.19.
(1) Pour tout polynome antisymétrique Q, il existe un unique polynome symétrique P tel que QQ = AP.
(2) Les polynomes P € A[Xy,...,X,] fixés par Uaction de 2, sont exactement ceux qui s’écrivent
sous la forme P =S+ AT avec S, T symétrigues. De plus, une telle écriture est unique.

1.3 Relations coefficients-racines
Dans la suite, on suppose que 'anneau A est integre.

Définition 1.20. Soit P € A[T] un polynéme en une indéterminée. On dit que a est une racine d’ordre
msi (X —a)™|P et (X —a)™tt fP.

Ezemple 1.21. Un élément o € A est racine d’ordre supérieur a 2 si, et seulement si, P(a) = 0 = P'(«).
En revanche, on n’a pas de résultat analogue pour un ordre m > 3. Par exemple, si A est intégre de
caractéristique 2, alors P = X? vérifie P(k)(O) = 0 pour tout k£ mais 0 n’est pas racine d’ordre 3 car X3
ne divise pas P.

Exercice 3. Soit A un anneau commutatif integre et n € N*.
1. Soient P € A[X] et ay,...,a, des éléments de A deux & deux distincts. Soit (mq,...,m,) € N™.
(a) Montrer que s’équivalent :
(i) pour tout i € [1,n], 'élément a; est racine d’ordre supérieur & m; de P;
(ii) le polynome [];_ (X — a;)™ divise P.
Indication : on pourra se ramener & l'anneau euclidien Frac(A)[X].
(b) En déduire que sous ces conditions deg(P) > Y7 | m;.
2. Soit P € A[X,..., X,

(a) Soient E4,..., E, des parties infinies de A. Montrer que fp est nulle sur Ey x --- x E, si, et
seulement si, P = 0.

(b) Montrer que si A =R et fp est nulle sur un ouvert {2 de R”, alors P = 0.

Lemme 1.22. Soit A un anneau commutatif. Dans A[X1,..., X4][T], on a légalité :

(T—X;)=> (-1)'siTi.

d d
i=1 =0

Démonstration. C’est un calcul qui se fait par récurrence sur d. O

Proposition 1.23 (Relations coefficients-racines). Soit A un anneau commutatif, N € A* et P =
)\Hg:I(X — ;) € A[X] un polynome scindé de racines aq,...,aq € A comptées avec multiplicité. On
écrit P = Z?:o a; X", Alors ag =\ € A* et pour tout i € [0,d — 1], on a :

ai = ag(—1)2_(ay,. .., an).
Démonstration. On évalue par la propriété universelle la formule du lemme en (aq, . .., ), ce qui donne :
d d _ _
A =) =D A=1)'E(an,...,00) X = P,
i=1 i=0

O

Corollaire 1.24. Soit A est un anneau commutatif intégre et P = Xd—l—Zf;Ol a; X' € A[X] un polynome
unitaire de degré d. Soit K = Frac(A) et L = Deck(P) le corps de décomposition de P sur K. Soient
i, - ..,aq les racines de P dans L comptées avec multiplicité. Alors pour tout polynéme symétrique @ €
AlX1,...,X,], il existe (un unique) polynome R € A[Y1,...,Yq] tel que Q(aq,...,aq) = R(ag,...,aq-1)-

En particulier, toute relation symétriques en les racines d’un polynome est un élément de l’anneau
qui contient les coefficients de ce polyndome.

i2m

Ezemple 1.25. Pour tout n € N, on a j" +j2" € Z, o1 j = e’5 .

n n
De méme, (1_2‘/5) + (HT\/E) €.




2 Polynomes a une indéterminée — compléments

Si A est un anneau, il est en général difficile d’en déterminer les éléments irréductibles (penser par
exemple aux irréductibles de Z/nZ). Lorsque A est un anneau factoriel, les irréductibles jouent alors un
rble important, notamment parce qu’on dispose alors d’une unique écriture en produit d’irréductibles, et
donc de valuations associées aux irréductibles de A.

2.1 Permanence de la factorialité

Dans toute la suite, on se restreindra donc au cas d’'un anneau factoriel A, donc inteégre, dont on
notera K = Frac(A) le corps des fractions.

Définition 2.1. Pour tout polynéme P = E?:o a; X" € A[X]\ {0}, on appelle contenu de P, noté
¢(P) € A\ {0}, le PGCD dans l'anneau factoriel A des coefficients de P (qui est donc déterminé par le
choix d’un systéme d’irréductibles de A).

On dira que P est primitif si ¢(P) = 1.

Lemme 2.2 (Lemme de Gauss sur le contenu). On suppose A factoriel.
(1) Pour tout polynéme P € A[X]\ {0}, il existe un unique P € A[X] primitif tel que P = c¢(P)P.
(2) Si P,Q € A[X], alors ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).
(3) Pour tout polynéme P € Frac(A)[X]\ {0}, il existe o« € K* et P € A[X] primitif tel que P = oP.
De plus, le couple | a, P) est unique d un inversible dans A prés, c’est-a-dire que si P = aQ = BR, alors

il existe A € A* tel que Q = AR et = Aa.

d
Démonstration. (1) On écrit P = ZaiXi. Pour tout ¢ € [0,d], on peut écrire a; = ¢(P)a; car ¢(P)|a;.
=0
Le polynéme P = ZCEXI convient. En effet, pour tout p € P irréductible de A, on a vy(c(P)) =
=0

min{a;, 0 < i < d} = v,(c(P)) + min{d;, 0 < i < d} = v,(c(P)) + v,(c(P)). Donc v,(c(P)) = 0 pour
tout irréductible, c’est-a-dire ¢(P) = 1. L’unicité de P découle de I'intégrité de 'anneau A[X].
(2) Ona PQ = ¢(P)c(Q)PQ. Donc ¢(PQ) = ¢(P)c(Q)c(PQ). Il suffit de montrer que PQ est primitif.
d

e d+e
On écrit P = ZaiXi et Q = ijXj et PQ = chXk avec ¢, = Z aib;.
=0 J=0 k=0 i+j=k
0<i<d
0<j<e

Soit p € A un élément irréductible. Il existe un indice minimal iy tel que p fa;, et Vi < 4o, pla;, car
sinon, cela signifierait que p|c(ﬁ) De méme, il existe un indice minimal j, tel que p fbj, et Vj < jo, p|b;.
Alors p|S = Z a;bj et comme ¢; 44, = a;,bj, + 5, on en déduit que p fci45,-

i+j=to+Jjo
 hi20
1<tg9 ou j3<Jo

Par conséquent p Je(PQ). On a donc bien ¢(PQ) = 1 et donc ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

(3) Existence : Soit a € A tel que aP € A[X]. Alors par (1), on a aP = c(aP)aP avec a # 0 dans K.
Ainsi o = @ et P = aP conviennent.

Unicité : Si P = aQ = B8R avec @, R € A[X] primitifs. Soit a € A\ {0} tel que ac,af € A. Alors
c(aP) = c(aa) = c(af), donc il existe A € A* tel que aff = Aac. Par intégrité de A, on a le résultat. [

Insistons sur le fait qu'un choix différent d’un systéme d’irréductibles définissant un PGCD dans A
définit alors un autre contenu avec des égalités a un inversible pres dans ’anneau factoriel A.

Proposition 2.3 (Eléments irréductibles de A[X]).

Si A est factoriel, alors les polynomes irréductibles de A[X] sont exactement :
— les polynomes constants, irréductibles dans A ;
— les polynomes primitifs non constants irréductibles dans K|[X].

Démonstration. Soit P € A[X] qu’on écrit P = QR avec Q, R € A[X].

Si P = a € A est constant, alors deg(Q) + deg(R) < 0, donc @, R € A. Comme A[X]* = A* par
additivité des degrés, on en déduit que a € A est irréductible dans A si, et seulement si, il 'est dans
Al[X].



Si deg(P) > 1, montrons que P est irréductible dans A[X] si, et seulement si, ¢(P) = 1 et P est
irréductible dans K[X].

= : D’une part, ¢(P) = 1 car sinon, par (1), on aurait que P = ¢(P)P est réductible car ¢(P), P ¢ A*.
D’autre part, si P = UV avec U,V € K[X], par l'existence de (3), on écrit U = ul et V = vV avec
w,v € K et U,V € A[X] primitifs. Alors P = woUV € K[X] donc, par I'unicité de (3), on a uv € AX.
Ainsi U € A% ou V € AX par irréductibilité de P dans A[X]. Mais alors U € K* ou V € K*, ce qui
nous dit bien que P est irréductible sur K[X].

< : Si P est irréductible dans K[X], alors I’écriture P = QR donne en particulier que Q@ € K*NA =
A\{0} ou Q € A\{0}. Comme ¢(P) =1 =¢(Q)c(R),onac(Q) =c(R)=1,donc@ € AXouRe A*. O

Théoréme 2.4 (Permanence de la factorialité — Gauss). Si A est factoriel, alors A[X] est factoriel.
En particulier, tout anneau de polynomes sur un anneau factoriel est factoriel.

Démonstration. Premiérement, A[X] est intégre car A l'est.

Deuxiémement, montrons Uexistence (E) d’une décomposition en produit d’irréductibles de tout élé-
ment de A[X]. Soit P € A[X]\ {0} qu'on écrit P = v][];c; Q" comme produit d’irréductibles @Q; dans
K[X] avec v € K[X]* = K*. Pour chaque i € I, on écrit Q; = ai@vi avec o; € K* et @7 € A[X] primitif,
donc irréductible dans A[X] car Q; l'est dans K[X]. Soit p = v][],c; 0" € K* et Q = [[,¢; (:27”1 € A[X]
primitif. On a alors P = ¢(P)P = pQ et, par unicité de (3), on a p = Ae(P) avec A € A*. Ainsi p € A\ {0}
sécrit p=u]] jed q;” comme produit d’irréductibles dans A, donc dans A[X]. Ceci nous donne bien une
écriture en produit d’irréductibles de P.

Troisi¢émement, montrons 'unicité (U) d’une décomposition en produit d’irréductibles de tout élément
de A[X]. Soit g; un systéme d’irréductibles de A qu’on compléte en un systéme d’irréductibles de A[X]
par des polynémes de A[X] irréductibles dans K[X] et primitifs P;. Si P s’écrit de deux maniére dans
ce systeme d’irréductibles P =u[];; q;” [Ler B =v]ljes q;j [Licr Pl-m; alors, comme les P; forment
encore un systéme d’irréductibles de K[X], on a, par unicité dans ’anneau Euclidien K[X], que m; = m/.
Par intégrité de A[X], on a donc u[[,c, q;” =v]];es q?j dans A, mais alors, par unicité dans 1’anneau

factoriel A, on a n; = n'. O

2.2 Quelques critéres d’irréductibilité

Proposition 2.5 (Sur un corps). Soit K un corps et P € K[X]\ {0}. S équivalent
(i) P est irréductible ;
(ii) (P) est un idéal premier de K[X];
(iii) (P) est un idéal maximal de K[X];
(iv) K[X]/(P) est un corps.
De plus, si deg(P) < 3, ces conditions équivalent a

(v) P est sans racines dans K.
Démonstration. L’anneau K[X] est principal. O
Corollaire 2.6. Si K est algébriquement clos, les irréductibles de K[X] sont les polynomes de degré 1.

Voici une généralisation possible de ce corollaire *, qui pourra s’avérer utile dans I’étude des polynémes
sur les corps finis :

Proposition 2.7 (Critére par extension). Soit P € K[X] tel que deg(P) = d > 2. Alors P est irréductible
si, et seulement si, dans toute extension de corps L/K de degré [L : K] < %, le polynéme P est sans
racines.

Sur un anneau factoriel, on a déja vu que :
Proposition 2.8. P € A[X] est irréductible si, et seulement si, P est irréductible dans K[X] et ¢(P) = 1.

Exercice 4.
1. Montrer que P = X* + X + 1 est irréductible sur Fo mais qu’il admet une racine sur Fyg.

2. En déduire une construction de F14 comme corps de rupture sur Fs.

*. On rappelle que toute extension finie d’un corps algébriquement clos est triviale.



Le plus important des critéres d’irréductibilités est le suivant :

Proposition 2.9 (Critere d’Eisenstein). Soit A un anneau factoriel et P = Z?:o a; X' € A[X]\ {0}.
Soit p € A irréductible. On suppose que :

- p faq;

- pla; pour tout i € [1,d — 1] ;

- p* fao.
Alors P est irréductible dans K|[X].

En particulier, si ¢(P) =1, alors P est irréductible dans A[X].

XP—1

~—1 est irréductible sur Z.

Exercice 5. Soit p € N* un nombre premier. Montrer que ®, =
Voici un autre critere d’irréductibilité par réduction :

Proposition 2.10 (Critére par réduction). Soit A un anneau factoriel et K = Frac(A). Soit P € A[X]
de coefficient dominant aq. Soit I un idéal premier de A et L = Frac(A/I). On suppose que :

—ag ¢ 1;

— l’image P de P dans L[X] est un polynome irréductible.
Alors P est irréductible dans K|[X].

En particulier, si ¢(P) =1, alors P est irréductible dans A[X].

Exercice 6. Montrer que le polynome X8Y + XY? + Y2 +Y — 1 est irréductible dans Z[X, Y].

Proposition 2.11 (Critére par recherche de racines dans le corps des fractions). Soit A un anneau
factoriel et K = Frac(A). Soit P = Zf:o a; X' € A[X]. Sir = G avec o, B € A tels que a N =1 est
une racine de P dans K, alors alag et Blag.

En particulier, un polynéome P primitif de degré inférieur a3 est irréductible dans A[X], si et seulement

si, il n’admet pas de racines dans {%, alag et B|ad}.

Cette derniere condition peut offrir tres peu de choses a tester pour vérifier l'irréductibilité d’un
polyndme la ou le critere d’Eisenstein ne s’applique pas.
Exercice 7. Le polynéme Q = X3 —4X? — %X — g est-il irréductible sur Q ?

2.3 Polyndémes cyclotomiques

On rappelle que p (K) désigne 'ensemble des racines primitives n-iémes de I'unité sur K, ¢’est-a-dire
I’ensemble des éléments d’ordre exactement n de K. On rappelle que le n-ieme polynéme cyclotomique

est ¢TL = HCG#;(C)(X - C).
En travaillant dans les anneaux Z/nZ, on a déja vu que :

Proposition 2.12 (Rappel).
1. deg(®,) = p(n) = F(Z/nZ)X

2. X" —1=]]®a;
d|n

)

3. ®,, est unitaire a coefficients dans Z.

Lemme 2.13. Soit n € N* et K un corps de caractéristique premiére a n. Alors
1. X™ — 1 est sans facteur carré dans K.
2. L’ensemble des racines de ®,, dans K est p’(K).

Démonstration.
1. Si X™ — 1 a un facteur carré @, on écrit X" — 1 = Q?R avec Q,R € K[X]. En dérivant, on a

nX" ! = Q(2Q'R+QR’) donc Q divise X" —1 et nX"~1. Comme n est inversible dans K par hypothése
sur la caractéristique, on en déduit que Q|pged(X™ —1, X"~ 1) = 1.

2. Soit ¢ € K une racine de X™ — 1. Comme X" — 1 = Hd‘n ®,4, la racine ( est racine de I'un des
®,. Mais ¢ si est une racine primitive, alors ¢ n’est pas racine de ®4 pour d|n, d # n, donc est racine
de ®,,. Si ¢ n’est pas une racine primitive, alors il existe e|n, e # n tel que (¢ = 1, donc ¢ est racine de
®,4|X€ — 1 pour un certain dle|n, d # n. O

Théoréme 2.14 (Irréductibilité des polynémes cyclotomiques). Pour tout n € N*, le polynome ®,, est
irréductible sur Z.



Démonstration. Etape 1 : Comme Z[X] est factoriel, on peut écrire ®,, = [[_, Q; avec Q; € Z[X]
irréductible. Le produit des coefficients dominants des @Q; est 1 donc les @Q); sont tous de coefficients
dominant +1 et le nombre de —1 est pair. Quitte & remplacer certains (); en —@Q;, on peut supposer que
les (Q; sont unitaires.

Etape 2 : Soit ¢ € pk (C). Pour tout nombre premier p ne divisant pas n, ’élément (P dans p., (C) ~
Z/nZ est encore un générateur car de méme ordre n que ¢, donc (P € pu(C).

Etape 3 : Soient 4, j € [1,7] tels que Q;(¢) =0 = Q;(¢P). Supposons par I'absurde qu'’il est possible
éve: QX] —» C

P o P
car @; est irréductible et annule ¢. En particulier Q; o X? € keréve = (Q;). Par unicité de I’écriture du
polynoéme primitif, on en déduit que Q; o X? = R(Q; pour un certain R € Z[X] unitaire.

Etape 4 : Notons = : Z — F, la réduction modulo p, qu'on étend canoniquement par propriété
universelle en - : Z[X] — F,[X] et F': F,[X]| — F,[X] le morphisme de Frobenius, qui est un morphisme
d’algebres. Alors (Q;)" = F(Q;) = Q;(F(X)) = Q;(X?) = Q; 0 XP = Q,;R. Soit 7 un facteur irréductible
de @; dans F,[X], ce qui existe car deg(Q;) = deg(Q;) > 0. Sur F,, on a 7|Q;R = @p Par le lemme
de Gauss, on a 7|Q@;, donc 7%Q;Q;|®,|X™ — 1. On aboutit ainsi & une contradiction avec i # j via le
lemme (1.).

Etape 5 : Soit ¢’ € p*(C). Comme ¢ engendre 1% (C), il existe m € N tel que ¢/ = ¢™. Comme
¢" est dordre n et que (/PEatmm = (pEedtmm = (PPem(mn) — 1 on en déduit que n, l'ordre de (',

de choisir ¢ # j. Considérons le morphisme de Q-algebres . Son noyau est (Q;)

divise m, donc que pged(m,n) = 1. On montre alors, par récurrence sur le nombre de facteurs
irréductibles de ¢, que toute racine de ®,, est racine de Q;. Ainsi ®,,|Q;|®,,. Donc Q; est le seul facteur
irréductible de ®,,. O

Exercice 8. Montrer que la plus petite extension de Q contenant toutes les racines n-iemes de 'unité
est de degré o(n) sur Q.

Les polynomes cyclotomiques donnent alors une famille de polynomes irréductibles de Z[X]. Cepen-
dant, comme la démonstration le suggere, ces polynémes ne sont en général pas irréductibles sur un corps
fini. Par exemple &g = X4 — X2+ 1= (X2 + X + 1) sur . et on a le résultat suivant :

Théoréme 2.15. Soit k = Fq un corps fini a q¢ éléments et n € N* un entier premier a q. Soit v l’ordre
de G € Z/nZ. Alors les facteurs irréductibles de ®,, dans F, sont deuz d deux distincts et de degré r.

Démonstration. Soit P un facteur irréductible de ®@,, de degré s et K = F,[X]/(P), corps de rupture de
P sur F,, qui est donc un corps fini de cardinal ¢°. Par construction, K contient une racine de ®,,, disons
¢ # 0 qui est donc une racine primitive n-iéme de I'unité par le lemme (2.), donc d’ordre n. On a (¢° = ¢
donc n|g® — 1. Ainsi ¢°* =1 mod n et donc s > 7.

Inversement, comme (" = 1 et ¢" = 1 mod n, on a (¢ = (. Soit L le sous-corps de K formé
des racines de X9 — X. Alors ¢ € L mais K = F,[{] par construction comme corps de rupture, donc
L =K =TF,[¢]. Donc ¢° = Card(K) < ¢" et ainsi r > s car ¢ > 2.

Ainsi, tous les facteurs irréductibles de ®,, sont de degré r. De plus, ils sont deux & deux distincts car
®,,|X™ — 1 qui est sans facteur carré sur F, par le lemme. O

Corollaire 2.16. Le polynome cyclotomique ®,, est irréductible sur Fy si, et seulement si, § € Z/nZ est
un générateur du groupe (Z/n7)™.
Démonstration. ®,, est irréductible si, et seulement si, 'ordre de g dans (Z/nZ)™ est r = deg(®,) =

o(n) = ’(Z/nZ)X . 0

En particulier, les ®om ne sont jamais irréductibles sur F,, sauf si m € {1,2}.

Corollaire 2.17. Dans Uanneau F,[X], les facteurs irréductibles de ®,r_1 sont de degré r.

Un tel facteur est appelé un polynome primitif sur IF), et ses racines sont des racines primitives p” — 1-
iemes de 1. En particulier, Fp,r = Fp,[¢] pour ¢ un générateur de F;.

Ezemple 2.18. Pour construire F16, on doit choisir un facteur irréductible de ®15 = qfi%;{i- On trouve

5 = (X*+ X3 +1) (X* 4+ X +1). Ainsi Fig = Fo[X]/ (X* + X 4 1) = Fa[a] et 'élément « vérifiant
a = a+1 est un générateur de Fj.

Ainsi F15 = {1,a,0?,...,a’} et la table de multiplication est immédiate. La table d’addition se
dresse ensuite facilement en exploitant la relation a* = o + 1. Par exemple a® = a? +a et a® =a? +1

donc o® +a® =a+1=a*
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