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FEUILLE D’EXERCICES N°15 : ANNEAUX Z/nZ, RACINES DE L’UNITE ET CYCLOTOMIE
Dans toute cette feuille A est un anneau commutatif, K est un corps et n € N*.

A faire
Exercice 1. (Propriétés de l’indicatrice d’Euler)

1. Démontrer les propriétés suivantes sur l'indicatrice d’Euler :
(a) Sipe€ P et aeN* alors p(p*) =p*~t(p—1).
(b) SiaAb=1,alors p(ab) = @(a)p(b).

(c) ona<p(n)—nn<1;>.
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(d) Onan= Zgo(d).
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2. En déduire les théorémes suivants :
(a) (Théoréme d’Euler) Pour tout a An =1, on a a®™ =1 mod n.
(b) (Théoréme de Fermat) Pour tout p € P et tout a Ap=1, onaa?~! =1 mod p.
(c)
(d) (Théoréeme RSA) Soient p,q € P tels que p # ¢ et n = pq. Alors pour tous d,e € Z, on a
de =1 mod ¢(n) = VYm € Z, m9 =m mod n.

(Théoreme de Wilson) Pour a € N*, on a (¢ — 1)! = —1 mod a <= a est premier.

Exercice 2. (Valeurs prises par les polynémes cyclotomiques)

1. Montrer que pour tout k € Z et d,n € N*, si d|n et d < n, alors @n(k)|% dans Z.

2. Montrer que pour tout 2 € R, si 2 > 1 et n > 2, alors |®,(z)| > (z — 1)*™.
3. Montrer que pour tout z € R, si z > 2 et n > 2, alors |®, ()| >z — 1.

Exercice 3. (Groupe de Galois d’une extension cyclotomique)
1. Montrer que le corps de rupture de ®,, sur Q est un corps de décomposition de ce polynoéme.

2. Montrer que Autg (Q[X]/ (®,)) est isomorphe & (Z/nZ)™.
Indication : regarder limage d’une racine primitive n-iéme de l'unité par un tel automorphisme.

Exercice 4. (Régles de calcul des polynémes cyclotomiques)
Soit n € N* et p un nombre premier.
1. Calculer ®; et ®,.
2. Montrer que si p|n, alors ®,,, = ®,,(XP?).
Indication : comparer p;,(C) et py, (C).
3. Montrer que @3 = —®1(—X) et que si n > 3 est impair, alors ®a,, = ¢,,(—X).
4. Montrer que si p # 2 et p [ n, alors ®,®,,, = @, (XP).
5. Application : Calculer ®5595.

Exercice 5. (Des cosinus rationnels)
Trouver tous les couples d’entiers relatifs (a,b) premiers entre eux, tels que cos (QW%) € Q.
Indication : on pourra comparer les polynémes X2 — 2 cos (271’%) X +1 et .

Exercice 6. (Un cas particulier du théoréme de progression arithmétique de Dirichlet)
On suppose que p = car(K) ne divise pas n.
1. Montrer que ®,,(0) € {£1}.
2. Soit a € Z. Montrer que p|®,(a) <= a mod p est d’ordre n dans F)’.
3. Montrer que p =1 mod n si, et seulement si, il existe un entier a € Z tel que p divise ®,(a).
4. En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers p tels que p =1 mod n.



Exercice 7. (Réductibilité du huitiéme polynéme cyclotomique sur les corps finis)
1. Calculer ®g € Z[X] et écrire la décomposition de ®g en produit d’irréductibles dans Fo[X].
2. Soit p # 2 un nombre premier.
(a) Donner toutes les maniéres d’écrire ®g comme produit de deux polyndmes dans C[X].
(b) Montrer que 'un des éléments —1,2, —2 est un carré dans F,,.
(c) En déduire que ®g est réductible dans F,[X].
3. Soit p # 2 un nombre premier.
(a) Montrer que ®g est réductible si, et seulement si, ®g admet une racine dans 2.
(b) Montrer que ®g admet une racine dans Fy2 si, et seulement si, 8 divise p? — 1.
(c) En déduire que ®g est réductible dans F,[X].

Problémes

Exercice 8. (Théoréme de Wedderburn)
Soit A un anneau intégre unitaire fini (non nécessairement commutatif) et Z = {x € A, zy = yaVy € A}
appelé le centre de A.

1. Montrer que A\ {0} = A* est un groupe pour -.
2. Montrer que Z est un corps fini. On note g son cardinal.
3. Montrer que A est de cardinal ¢ pour un certain n € N*,
On consideére I'action de A* sur lui-méme par conjugaison et on note C(z) orbite de x € A*.

. Montrer que C(z) = {«} si, et seulement si, z € Z.
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5. Montrer que si x € A\ Z, alors C(z) est de cardinal gz:} avec dln et 0 < d < n.
6. Montrer que ®,,(q)|lqg — 1.
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. En déduire que A = Z est un corps.

Exercice 9. (Structure des (Z/p*Z)" )
Soit p un nombre premier dans Z et o € N*,

1. On suppose que p est impair.
(a)
(b) Montrer que pour tout 3 € N*, il existe m € Z tel que m Ap=1 et (1 +p)”ﬁ =14 mpltL.
(c) En l'ordre de p + I dans (Z/p“Z)*.
(d)

Montrer que (Z/pZ)™ est cyclique.

Montrer que (Z/p*Z)™ contient un élément d’ordre p — 1.
Indication : On pourra considérer un antécédent d’un générateur de (Z/pZ)™* par la surjection
canonique 1 : (Z/p*Z)* — (Z/pZ)™.

(e) En déduire que (Z/p®Z)™ est cyclique.
2. On suppose désormais p = 2. Décrire (Z/27) et (Z/AZ)™.
3. On suppose a > 3. Soit v : (Z/2°Z)" — (Z/AZ)* et U(a) le noyau de 1.
(a) Montrer que pour tout 8 € N*, il existe m € Z impair tel que 52" = 1 + m25+1,
(b) En déduire U(a) est un groupe cyclique d’ordre 2%~2 engendré par 5.
(c) Justifier 'isomorphisme de groupes (Z/2°Z)* ~ (Z/47Z)* x U(a).



