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Introduction

Dans les trois premiers chapitre de ce cours, le corps de base sera K = R et on ne considérera que des
R-espaces vectoriels, qu’on appellera simplement « espaces vectoriels » sans en rappeler le corps de base.

Dans ce cours, on va s’intéresser a des espaces vectoriels £ munis d’une information supplémentaire de
structure appelée « produit scalaire ». Cela signifie qu’on va définir une application sur ’espace vectoriel F
qui a deux vecteurs u,v € E associe un nombre, avec de bonnes propriétés de compatibilité (associativité,
commutativité, distributivité sur 'addition + de vecteurs, compatibilité & la multiplication scalaire -). C’est un
peu comme si on définissait une « multiplication » entre les vecteurs, mais que cette multiplication renvoyait
un nombre au lieu d’un vecteur. C’est ce qui motive la terminologie de « produit scalaire ». Dans le chapitre
3, nous verrons que dans le cas spécifique de la dimension 3, il est possible de définir d’autres opérations qui
s’apparentent également a des produits entre les vecteurs. On parlera de « produit vectoriel » et de « produit
mixte ».

Quel est ’intérét de tout ¢a? Les espaces euclidiens apparaissent naturellement dans de trés nombreux
contextes de mathématiques et de physique. A titre d’exemple, mais c’est une liste largement non exhaustive :

— En mécanique classique, c’est la géométrie naturelle dans laquelle on manipule les vecteurs, par exemple
pour calculer le travail d’une force lors d’un déplacement.

— En géométrie, c’est le cadre classique historique, dit « Euclidien » inventé par Euclide. C’est dans ce cadre
qu’on calcule les distances, les longueurs, les aires, les volumes. De plus, le cadre euclidien permet, comme
on le verra au chapitre 3 de définir convenablement une notion d’angle et d’orientation du plan et de
I’espace de dimension 3.

— En optique, ’étude des rayons lumineux passe par la compréhension de phénomeéne de réflexion, de ré-
fraction. Cela fait intervenir ’angle entre le rayon et le plan (ou la surface) rencontrée par le rayon. Des
techniques vectorielles d’espaces euclidien permettent de calcul ’angle d’incidence.

— En géométrie toujours, cela permet de définir une notion d’angle droit, d’orthogonalité. Cela va notamment
permettre de calculer la distance entre un point et une droite, entre deux droites, entre un point et un
plan, etc.

— En mécanique quantique, on va s’intéresser a des opérateurs sur les particules qu’on verra comme des
endomorphismes d’un espace euclidien (ou hermitien, ou hilbertien, qui en sont des généralisations natu-
relles).

— En mécanique du solide, on aura besoin de comprendre I’évolution dans I’espace de notre solide. On aura
donc besoin de comprendre les déplacements du solide dans 1’espace : elles en préservent les longueurs et
les angles si le solide est indéformable.

— En probabilités et statistiques, le caracteére quadratique de la variance fait naturellement apparaitre des
espaces euclidiens, notamment quand on a plusieurs variables aléatoires non indépendantes et qu’on calcule
des matrices de covariance par exemple.

— En astronomie, I’étude des coniques apparait naturel pour comprendre le probléme a deux corps, typique-
ment le mouvement d’une planéte tournant autour de son étoile, ou d’un satellite tournant autour de sa
planete.

— En construction de batiments, 'usage de surfaces réglées facilite 'ingénierie de la construction. C’est sur
de telles techniques que sont construites les hautes cheminées d’évacuation de vapeur d’eau des centrales
nucléaires par exemple.

— En analyse mathématiques, notamment en théorie des opérateurs, la généralisation d’espaces euclidiens a
la dimension infinie (espaces de Hilbert, etc.) va permettre de mieux comprendre la structure d’espaces
de fonction et donner des outils supplémentaires dans la résolution d’équations différentielles (EDO) et
d’équations aux dérivées partielles (EDP).

— En analyse de Fourier, la dimension infinie est le cadre naturel pour comprendre les espaces de fonctions
périodiques et effectuer des « transformations de Fourier ». Cela va permettre de transformer des fonctions
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périodiques en la donnée numérique d’'une suite de valeurs numériques avec une perte d’information
minime.
— En théorie du signal, et plus généralement dans 1’étude des ondes (mécaniques, sonores, électromagné-
) ) )

tiques, etc.) cela permet donc de comprendre et manipuler des ondes qui se mélangent, se superposent,
s’annulent, entrent en résonance, etc.

— Plus généralement, en électromagnétique, de nombreuses fonctions issues de la physique ont un carac-
tere périodique et pourront étre étudiées plus facilement dans le langage de Fourier qui s’appuie sur la
construction d’un produit scalaire sur ’espace vectoriel des fonctions périodiques.

— En analyse d’image et compression d’image, on peut aller chercher I'information principale par de ’analyse
de Fourier.

— En relativité restreinte, 'espace de Minkowski (non euclidien) considéré est relié a la forme quadratique
q(x,y,z,t) = 2® + Y + 22 — 2.
La maitrise des techniques d’espaces euclidien s’avere donc essentielle dans une démarche scientifique en
mathématiques ou en physique.

Structure du cours Ce cours sera divisé en 5 chapitres. Dans un premier chapitre, nous présenterons la
structure générale des espaces vectoriels réels muni d’un produit scalaire. Lorsque cela sera nécessaire, nous
nous placeront en dimension finie, mais ¢a n’est pas systématiquement indispensable pour tous les résultats.

Du chapitre 2 au chapitre 4, nous nous restreindrons systématiquement au cas de la dimension finie, bien
que la plupart des résultats puissent avoir un intérét en dimension infinie, & condition d’étre tres prudent dans
leur adaptation.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous intéresserons aux transformations vectorielles (endomorphismes) d’un
espace euclidien.

Dans le troisieme chapitre, nous verrons les spécificités de la dimension 2 ou 3. Cette étude nous amenera
a définir une notion d’orientation (en toute dimension finie, pas seulement 2 ou 3). Nous disposerons d’outils
supplémentaires spécifiques a la dimension 3 qui s’averent treés utiles en mécanique du solide par exemple.

Dans le quatriéme chapitre, nous nous intéresserons plus généralement & ’étude des formes bilinéaires et
quadratiques. D’une part, elles enrichiront notre compréhension d’espaces munis d’une structure, pas nécessai-
rement euclidienne et, d’autre part, elles seront le point de départ a I’étude des coniques du plan euclidien et
quadriques de ’espace euclidien de dimension 3.

Enfin, si le temps le permet, dans le cinquiéme chapitre, nous reprendrons notre étude dans le cadre d’es-
paces vectoriels complexes. Les espaces vectoriels complexes de dimension finie seront alors appelés des espaces
hermitiens. C’est, le plus souvent, le bon cadre pour I’analyse mathématique.



Chapitre I

Espaces vectoriels euclidiens

Le but de ce chapitre est de définir des notions de norme, distance et orthogonalité sur des espaces vecto-
riels. Ceux-ci peuvent étre des systémes de coordonnées R", mais également des espaces vectoriels de matrices
(e.g. M, (R)), des espaces vectoriels de fonctions (e.g. C°(R), fonctions périodiques, etc.) ou encore des espaces
vectoriels de polynomes (e.g. R[X]«4 polynomes de degré strictement inférieur a d).

I.1 Formes bilinéaires

I[.1.a Définition
Dans cette partie, on ne suppose pas que E est de dimension finie.
Définition I.1.1. Soit E un espace vectoriel. Une forme bilinéaire sur E est une application

f: ExE —» R
(z,y) = f(z,y)

vérifiant les deux propriétés :
1. (linéarité a droite) Pour tout « € E, 'application f(z,) :y+— f(z,y) est linéaire, i.e.

Ve € E, Yu,v € E, VA, u € R, f(x,\u+ pv) = Af(z,u) + pf(x,v)
2. (linéarité a gauche) Pour tout y € E, Papplication f(-,y) : z — f(z,y) est linéaire, i.e.
Yy € E, Yu,v € E, YA\, p € R, f(Au+ pv,y) = Af(u,y) + pf(v,y)

Les applications f(x,-) et f(-,y) sont des formes linéaires, c’est-a-dire des applications linéaires & valeurs
dans le corps R. L’application f est a valeurs dans le corps R, d’ou le terme « forme » et présente simultanément
deux linéarités, d’out le terme « bilinéaire ».

Exercice 1. Montrer qu’'une forme f est bilinéaire si, et seulement si,

vxlamQayhyQ S Ea V)‘la)‘2uu’lal~‘t2?
FOqzy + Xoza, iy + poy2) = M f(z1,y1) + Mpaf (21, y2) + Aaper f (w2, 1) + Aapia f (22, y2)

Notation I.1.2. On note B(E) (ou parfois Bil(E)) ’ensemble des formes bilinéaires sur E.

Fait 1.1.3. L’ensemble des formes bilinéaires est un sous-espace vectoriel de l’espace des applications ExXFE — R,
c’est-a-dire que st f,g € B(E), si A\, € R, alors Uapplication

h: ExE — R
(,y) = M(z,y)+ pg(z,y)

notée h = Af 4+ ug est une application bilinéaire.
Exercice 2. Démontrer ce fait.

Définition I.1.4. On dit qu’une forme bilinéaire f est :

— symétrique si
Yo,y € E, f(z,y) = f(y, )

7
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— anti-symétrique si
V%Zl € E7 f($7y) = —f(y,x)

Sinon, on dit seulement que c’est une forme bilinéaire.

Remarque 1.1.5. L’ensemble des formes bilinéaires symétriques (resp. anti-symétriques) forme un sous-espace
vectoriel de B(E).

Ezemple 1.1.6. 1. Soit n € N* et £ = R"™. Soit 1 < p < n. Alors

f: R™ x R™ — R
P
(@ s@n)s @1 eyn)) = S @kge = 2ay + -+ 20
k=1
est une forme bilinéaire symétrique.
2. L’application
I R? x R? — R

((z,u), (y,0)) = av—yu
est une forme bilinéaire anti-symétrique.

3. Soit E = C°([0,1]) I'espace vectoriel des fonctions continues sur I'intervalle [0, 1]. L’application
f: Co%0,1]) x C°([0,1]) — R
1
(u, ) - / w(tyo(t)dt
0

est une forme bilinéaire symétrique.

4. Soit E = M,,(R) lespace vectoriel des matrices carrées de taille n. Alors 'application

fi Mu®R) x M,(R) — R
(A, B) s Tr(*AB)

est une forme bilinéaire symétrique.

5. Soit F un espace vectoriel. L’application

f: ExE — E
(x,y) —ax+y

n’est pas une forme bilinéaire car elle n’est pas & valeurs dans R. De plus, si x # 0, 'application f(z,-)
n’est pas linéaire car f(x,0) =z # 0. De méme, 'application f(-,y) n’est pas linéaire.

6. Soit F un espace vectoriel et ¢, deux formes linéaires sur E. Alors I'application

f: ExE — R
(z,y) = e@)P(y)

est bilinéaire. En général, elle n’est ni symétrique, ni anti-symétrique.

Exercice 3. Démontrer les affirmations des exemples précédents.

I[.1.b Interprétation matricielle

On suppose dans cette sous-partie que E est de dimension finie n.

Définition 1.1.7. Soit f € B(E) une forme bilinéaire sur E.
Si € =(e1,...,en) est une base de E, on appelle matrice de f dans la base B la matrice

f(ehel) f(6176n)
Mat(f, &) := : : :

femer) - flensen)

N . . . N N . N .
c’est-a-dire la matrice A = (a; ;)1<i,j<n dont le coefficient & la i-eme ligne et j-éme colonne est a; ; = f(e;, ;).

8
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Remarque 1.1.8. Soient x = x1e1 4+ -+ zne, et y = y161 + - - - + yne, deux vecteurs de E et A la matrice de f
dans la base &.

D’une part, par bilinéarité de f on a alors

f(xvy):f ineiazyjej
i=1 j=1

n n
= in e Z Y;€; par linéarité a gauche
i=1 j=1
n n
= Z inyjf (€i,€5) par linéarité a droite
i=1j=1
L1 Y1
D’autre part, notons X = Matg(xz) = | : | et Y = Matg(y) = | : | les matrices colonnes associées aux
Ln Yn

vecteurs = et y dans la base £. On observe alors que

11 -0 QA1n U1
tXAY:(xl xn)
An,1  *°° Gpn Yn
Z;;lal,jyj
~(@ )|
21 OngY;

n
= § Lili,jYj
i=1

Comme a; ; = f(e;,e;), on constate alors que
flz,y) ="XAY

ce qui donne un moyen matriciel de calculer les valeurs de la forme linéaire en écriture dans une base.

Inversement, donnons nous une matrice A € M, (R) et une base £ d’un espace vectoriel E de dimension n.
On peut alors définir une application f: E x F — R par

n n
(z,y) = inei»zyjej (e e wn) A
i=1 j=1 Un
Exercice 4. Montrer que f est une forme bilinéaire.

Ainsi, dés qu’on se fixe une base &£, on a établi une correspondance entre les matrices carrées et les formes
bilinéaires. Ce qu’on peut résumer dans la proposition suivante :

Proposition 1.1.9. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soit € = (eq,...,e,) une base de E. Alors
Uapplication
o: B(E) —» M,R)
f —  Mat(f,€&)

est une bijection, d’application réciproque

1. M,(R) — B(E)

ExE — R
A — ( (z,y) tMatg(z:)AMatg(y))

Remarque 1.1.10. On a mieux. L’application ® est linéaire entre les espaces vectoriels B(E) et M, (R). C’est

donc un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Ainsi, I'espace vectoriel des formes bilinéaires B(E) est de dimension n? lorsque E est de dimension n.

9
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Corollaire I.1.11. Lorsqu’elles sont écrites en coordonnées, on sait reconnaitre les formes bilinéaires par lecture
graphique : elles sont de la forme

F(@ . an), (W, ) = Z a; jTiY;

1<i,5j<n

En particulier, si l'un des termes d’une somme n’est pas le produit d’exactement un facteur en x; et un en
y; (par exemple, il y en a trop ou pas assez), alors ¢a ne peut pas étre une forme bilinéaire.

Proposition 1.1.12. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit £ une base de E. Soit f € B(E) une
forme bilinéaire sur E. Alors f est symétrique si, et seulement si, sa matrice A = Mat(f,E) est symétrique.

Remarque 1.1.13. Cette propriété ne dépend pas de la base £ choisie dans la proposition. C’est vrai dans
n’importe quelle base £ de E.

Démonstration. = Supposons que f est symétrique. Alors pour tous z,y, on a f(z,y) = f(y,z). En particulier,
siz=e ety=e;,onaa;;=f(e,e;j)= f(ej,e) = a;, Ceciétant valable pour tout (,j), on en déduit que
A =1A, c’est-a-dire que A est symétrique.

< Réciproquement, supposons que A est symétrique. Soient x,y € F deux vecteurs. Notons X, Y les matrices
colonnes associées. Alors f(z,y) = X AY est un nombre qu’on peut voir comme une matrice de taille 1 x 1.
Donc f(z,y) = 'f(z,y) = 1('XAY) = VIA"X = WAX car 'A = A et *X = X. Ainsi f(z,y) = f(y,z). Ceci
étant vrai pour tous z,y € F, on en déduit que f est symétrique. O

Exercice 5. Montrer que f est anti-symétrique si et seulement si sa matrice A = Mat(f, E) est anti-symétrique,
c’est-a-dire que ‘A = —A.

Correction de l’exercice 5. = Supposons que f est anti-symétrique. Alors pour tous z,y, on a f(z,y) =
—f(y,x). En particulier, si ¢ = e; et y = ej, on a a;; = f(e;,ej) = f(ej,e;) = —a;;. Ceci étant valable
pour tout (i,7), on en déduit que A = —A, c’est-a-dire que A est anti-symétrique.

< Réciproquement, supposons que A est anti-symétrique. Soient x,y € E deux vecteurs. Notons X,Y les
matrices colonnes associées. Alors f(x,y) = X AY est un nombre qu’on peut voir comme une matrice de taille
1x1. Donc f(z,y) = 'f(z,y) = '((XAY) = V'AX = —'V AX car 'A = —A et "X = X. Ainsi f(z,y) = — f(y, x).
Ceci étant vrai pour tous x,y € E, on en déduit que f est anti-symétrique. O

Corollaire 1.1.14. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Alors
n(n+1) |
2

1. l’ensemble des formes bilinéaires symétriques est un espace vectoriel de dimension
b

n(n—1)

R

2. Uensemble des formes bilinéaires anti-symétriques est un espace vectoriel de dimension

I.1.c Changement de base

Proposition 1.1.15. Soit E est un espace vectoriel de dimension finie n. Soient £ et £ deux bases de E et P
la matrice de passage de £ vers E'.
Si f est une forme bilinéaire sur E, alors

Mat(f,E") = 'PMat(f,E)P

Remarque 1.1.16. Si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie n, on rappelle que
Matg: (u) = P~ Matg (u)P. On voit donc que I'opération de changement de base n’a pas le méme effet pour les
matrices des endomorphismes et pour les matrices des formes bilinéaires.

Dans l’écriture A’ = P~ AP, on dit que les matrices A et A’ sont semblables.

Dans I’écriture A’ = ‘PAP, on dit que les matrices A et A’ sont congruentes.

Démonstration. Pour alléger les notations, notons A = Mat(f, &) et A’ = Mat(f,&’).

Considérons la matrice de passage P de la base £ & la base £’ (on a écrit en colonne les éléments de £ dans
la base £).

Soit x,y € FE deux vecteurs. On note X,Y (resp. X', Y”) leurs matrices colonnes dans la base £ (resp. £’).
Rappelons que par définition de la matrice de passage, on a alors X = PX’ et Y = PY".

Dans la base &, on a alors f(z,y) = ‘X AY.

Dans la base &, on a alors f(z,y) = ‘X’A'Y".

Mais on peut alors écrire

X'AY' =X AY ={(PX')A(PY') = 'X"'PAPY’

10
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Ceci est valable pour n’importe quels z,y € E, donc n’importe quelles matrices colonnes X', Y’. C’est en
particulier vrai pour X’ = E; et Y’ = E; les matrices colonnes avec des 0 partout sauf & la ligne i (resp. j) ou
il y aun 1. Le (¢, j)-éme coefficient de A’ est alors

Al ='"BA'E; = 'E'PAPE; = ('"PAP),

Ainsi A’ ='PAP. O

1.2 Produits scalaires

Dans R3, on connait déja le produit scalaire (z1,y1,21) - (T2, Y2, 22) = 122 + Y192 + 2122. Le but de cette
section est de définir une opération similaire pour n’importe quel couple de vecteurs d’un espace vectoriel réel
quelconque (dimension finie ou infinie), de sorte qu’on retrouve certaines propriétés de normes, d’angles et de
distances tres utiles.

I.2.a Produits scalaires et espaces euclidiens

Définition I.2.1. Soit F un espace vectoriel et f € B(E) une forme bilinéaire sur E. On dit que
. [ est positive si Vo € E, f(x,x) > 0;

. [ est négative siVx € E, f(z,z) <0;

. [ est définie positive si Vo € E \ {0}, f(xz,z) > 0;

. [ est définie négative si Vo € E~\ {0}, f(z,z) <O.

=W N

Exercice 6. Montrer que f est définie positive si, et seulement si, elle est positive et f(z,z) =0« x =0.
Exercice 7. Dans 'exemple 1.1.6, quelles sont les formes positives ? négatives ? définies positives ?

Définition I.2.2. Soit F un espace vectoriel.

On dit qu'une application ¢ : E x E — R est un produit scalaire si c’est une forme bilinéaire symétrique et
définie positive.

On appelle espace euclidien la donnée d’un espace vectoriel de dimension finie munie E et d’un produit
scalaire ¢ sur E. On dit alors que E est muni du produit scalaire ¢.

Remarque 1.2.3. Etant donné un espace vectoriel E, il est toujours possible de définir différents produits scalaires
sur . On en verra des exemples en exercice. Cependant, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le produit scalaire
considéré, il sera parfois commode de noter (z,y) au lieu de p(z,y).

Parfois, les produits scalaires sont aussi notées (x,y), (z|y), (z|y)

Remarque 1.2.4. Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien (E, @), on peut définir une application

PIFxF - FxF — R
(z,y) = (z,9)

par restriction de ¢ a F' x F. Alors ¢ gy est bilinéaire, symétrique, définie positive donc est un produit scalaire
sur F', ce qui fait de (F, ¢|px ) un espace euclidien.

I.2.b Exemples de produits scalaires

Ezemple 1.2.5.

1. Soit £ = R™. L’application donnée par gp((zl, cesn), (Y1, - yn)) = z1y1 + - + Tpy, est un produit
scalaire sur E. On Pappelle le produit scalaire canonique sur R™.
Si & = (eq,...,en) est la base canonique de R™, alors ¢ s’écrit matriciellement

o(z,y) ='XY

Ainsi, on a Mat(yp, &) = I,,. Autrement dit, le produit scalaire canonique de R™ est I'application bilinéaire
dont la matrice dans la base canonique est I'identité.

2. Soit E =R™ et 1 < p < n. Alors 'application donnée par ¢((z1,...,Zn), (Y1s---,Yn)) = T1y1 + -+ TpYp
est bilinéaire symétrique positive mais n’est pas définie positive. En effet, ¢(e,, e,) = 0 ol e, est le n-éme
vecteur de la base canonique, et pourtant e, # 0.
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3. Soit [a,b] un intervalle fermé de R et E = C°([a, b]) I'espace vectoriel des fonctions continues sur [a, b].

Alors ’application donnée par

b
o:(f.g) €EXE s / f(@)g(x)dz

est un produit scalaire sur E. On a déja vu qu’elle est bilinéaire symétrique et on vérifie aisément qu’elle

est positive. Rappelons que si h est continue positive sur [a, b], alors
b
/ h(#)dt = 0 < Vit € [a,b], h(t) = 0
Ainsi
p(f.f)=0evteat], ft)’=0sf=0

Par conséquent, ¢ est définie positive, donc c’est un produit scalaire.
4. Soit E = M, (R). Alors 'application définie sur E x E par

Lp(A,B) tAB Zza’kvébkvé’

k=1/¢=1

ou A = (a;;) et B = (b;;) est un produit scalaire. Pour le vérifier :
(a) Montrer d’abord 1’égalité entre les deux formules.

(b) Montrer qu’elle est bilinéaire symétrique grace a la formule Tr(*AB).
n n

(¢) Montrer qu’elle est définie positive grace a la formule Z Z ag, bk
k=1 ¢=1
Exercice 8. Démontrer toutes les affirmations de ces exemples.
I.2.c Normes euclidiennes

Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-, -).

Notation 1.2.6. Si x € E, on sait que (x,z) > 0. On peut donc poser
=] :== v/ (2, z).

Proposition 1.2.7. Pour tout z,y € E et \€ R, on a :
1. Jz|| = 0 et ||z|| =0 < = =0 (séparation);
2. || Az|| = |A|||lz]| (positive homogénéité) ;

3. |z +yl|? = ||z]|® + 2(z,y) + ||y||* (identité de polarisation 1).
Démonstration. Pour la séparation, on a directement
|z]| =0 (z,2) =0z =0.

Pour la positive homogénéité, on a

[Az]| = v/ {Az, Az) par définition,

A2z, x) par bilinéarité,

= Mz, z) car VA2 = |)

= | Alll]l
Pour la formule de polarisation, on développe par bilinéarité :

e+l = (x+y,z+y) par définition,
= (z,2) +(y,2) + (z,9) + (y,y) par bilinéarité,
= (z,2) + 2(z,y) + (v, y) par symétrie,

= [l2ll* + 2(z, ) + lylI*

12
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Remarque 1.2.8. Pour la retenir, la formule de polarisation généralise I'identité remarquable (a+b)? = a®+2ab+b?
avec des produits scalaires partout la ou c’est possible.
Corollaire 1.2.9 (Identités). Soient v,y € E. On a :

Loz +yl2 + [lz — )2 = 2[|z)|2 + 2|jy|? (identité de la médiane);

2. |z +y||* - ||z — y||* = 4(x,y) (identité de polarisation 2).

Démonstration. Cela découle directement des formules

lz+yl* = Il + 202, ) + llyll* et llz = yl® = 2] = 2(z,9) + lly]1*.

Théoréme 1.2.10 (Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ). On a

[z, 9)] < ll=[lllyl]

avec égalité si, et seulement si, les vecteurs x et y sont colinéaires.

Démonstration. Soient x,y € E deux vecteurs quelconques.

Si z =y =0, la formule |(z,y)| < ||z]|||y|| = 0 est évidente.

Par symétrie, on peut donc supposer que y # 0. Considérons alors 'application f : R — R définie par
£(t) = llo + ty]?

D’apres la Proposition 1.2.7, on a

F() = Nzl + 2z, ty) + tyll* = ly1** + 2z, y)t + [|=]*.

On constate que f(t) est un polyndéme en t. Comme on a supposé y # 0, on sait que ||y||*> = (y,y) # 0 car
le produit scalaire est défini positif. Donc f est un polynéme de degré 2 qui est toujours positif ou nul. Son
discriminant est donc négatif, autrement dit

(2, 9))* = 4ll=]?[lylI* < 0

ce qui nous donne bien
[z )] < [l[[[[yl]-

Le cas d’égalité signifie que le discriminant est nul. Le polynéme P admet donc une racine (double) en un
nombre réel A. Cela signifie que P(\) = ||z + Ay[|> = 0. On en déduit que = + Ay = 0 et donc = et y sont
colinéaires.

Réciproquement, supposons que x et y sont colinéaires. Par symétrie, on peut supposer sans perte de géné-
ralité qu’on peut écrire y = Az. On a alors

[z, 9) = [z, Az)| = [M[le]1? = [l2] - M [l2]l = ] llyll-
Ce qui terminer de démontrer que le cas d’égalité se produit si, et seulement si, x et y sont colinéaires. O

Remarque 1.2.11. L’inégalité de Cauchy-Schwarz est utile en géométrie pour généraliser la notion d’angle.
Lorsque x et y sont deux vecteurs non nuls, la quantité

Oley) = 20 L11]

= S
[l ([[ly]
est un nombre compris entre —1 et 1 qu’on peut interpréter comme le cosinus d’un angle. On appelle angle non
orienté entre x et y le nombre réel

(z,y) = arccos (C(z,y)) € [0, 7],

de sorte que

(@,y) = llzllly]l cos ((z,y)).

On ne peut évidemment pas définir d’angle avec un vecteur nul.

Corollaire 1.2.12 (Inégalité triangulaire). Pour tout x,y € E, on a
L ||z 4yl < |lz]| + |lyl| (inégalité triangulaire directe) ;

2. ||l = llyll] < llz — yl| (inégalité triangulaire renversée).
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Démonstration. Soient x,y € E. Par 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a immédiatement

2
lz + gl = 21 +2(2, y) + yl* < 2 + 20zl + yl* = (2] + yl)
Par croissante de 1’application /-, on en déduit
lz + yll < llz] + [lyll,

d’ou la premiere inégalité triangulaire.
Pour I'inégalité renversée, on applique 'inégalité triangulaire & 2’ = x — y et ' = . On a alors

2"+ ¢l = llzll < 2"l + Iyl = llz =yl + [yl
En soustrayant ||y||, on a donc
]l = [yl < [z = yl.
Ceci étant valable pour tout x,y € E, on peut donc également 'appliquer & 2’ =y et ¥’ = . Ainsi
lyll = [lzll < [l = .

Finalement

!l = llyll| = max({l=]| = llyll, llyll = l=[l) < [l= = yl-

Pour résumé, dans un espace euclidien, si x,y € E' et A € R, on a les propriétés :

1. |lz|| = 0 (positivité) et ||z| = 0 < z = 0 (séparation);

2. ||Az|| = |A|||z]] (positive homogénéité) ;

3. |z +y| <|lz|| + ||yl (inégalité triangulaire directe);

4. |llzll = llyll| < [|l= — || (inégalité triangulaire renversée);

5. [{z,y)| < |=|llyll (inégalité de Cauchy-Schwarz);

6. ||z +yl|? = ||=]|* + 2(z,y) + ||y||* (identité de polarisation 1);

7. llz +y||? = ||z — y||* = 4{x,y) (identité de polarisation 2);

8. ||z +ylI? + ||z — y||* = 2||z|* + 2||y||* (identité de la médiane ou du parallélogramme).

Les identités de polarisation et de la médiane se retiennent facilement en pensant aux identités remarquables.
Exercice 9. Montrer qu’on a également

V:c,y € E7 ||.T||2 - ||y||2 = <x+y,x 7y>7

ce qui est 'analogue d’une autre identité remarquable.

Remarque 1.2.13. Si une application N : E — R vérifie les quatre propriétés de positivité, séparation, positive
homogénéité et inégalité triangulaire, on dit que IV est une norme sur F.

En particulier, 'application || - || qu’on a étudié est une norme sur E. On dit qu’elle est issue du produit
scalaire (-, ).

En général, il existe des normes qui ne sont pas issues de produit scalaires, par exemple la norme
Ni(x1,...,2n) = |z1| + -+ + |zy| vérifie la positivité, la séparation, la positive homogénéité et l'inégalité
triangulaire mais n’est pas issue d’un produit scalaire. Pour le démontrer, on peut par exemple utiliser I’identité
de polarisation 1 et constater que 'application b(z,y) = & (Ni(z + y)* — N1(z)?> — N1(y)?) n’est pas une forme
bilinéaire des que n > 2.

I.3 Orthogonalité
On a vu dans la remarque 1.2.11 qu’on pouvait définir une notion d’angle entre les vecteurs. Un par particulier
est celui de 'angle droit, cela correspond au cas d’annulation du produit scalaire.

Dans la suite de cette section, soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-, -).
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I.3.a  Vecteurs orthogonaux, espaces orthogonaux

Définition I.3.1 (vecteurs orthogonaux). Soient z,y € E deux vecteurs. On di que x est orthogonal & x lorsque
(x,y) = 0. On note alors = L y.

Fait 1.3.2. Si x est orthogonal a vy, alors y est aussi orthogonal d x par symétrie. On peut dire plus simplement
que = et y sont orthogonaux.

Définition I.3.3 (ensembles orthogonaux). Deux sous-ensembles non vides A, B C E sont dit orthogonaux
lorsque
Va € A, Vb € B, {(a,b) = 0.

Si A est une partie non vide de E, on appelle orthogonal de A et on note A+ 1'ensemble
At ={z € E, Ya€ A, (x,a) =0}.
Exercice 10. Montrer que si A C B, alors Bt c AL

Proposition 1.3.4. L’ensemble AL est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. 11 suffit de montrer que A" et stable par somme et multiplication par un scalaire.
Soient z,y € At et A€ R. On a

Va € A, (z,a) =0et (y,a) =0
donc par linéarité a gauche du produit scalaire, on a

Va € A, (x+ M\y,a) = (x,a) + A\(y,a) =0+ X0 = 0.

O
Fait 1.3.5. On a {0}* = E et E+ =0.
Exercice 11. Si z € E, alors {x,0) = 0 donc z € {0}*. Ainsi E C {0}+, d’ou I'égalité.
Siz € B+, comme x € E, on a (z,x) = 0. Donc z = 0. Ainsi E+ C {0}, d’ou I'égalité.
Proposition 1.3.6. Soit F' un sous-espace vectoriel de E et (fi,..., fp) une famille génératrice de F'. Alors

Fr={fi,....fo}*

Démonstration. On procede par double inclusion pour démontrer 1’égalité. Soit x € E.
Supposons que x € F1. Soit i tel que 1 < i < p. On a alors {x, f;) = 0 car f; € F et x € F*. Ceci étant vrai

pour tout i, on a donc x € {f1,..., f,}*. Ceci démontre que F~ C {f1,..., fo}*.
Réciproquement, supposons que = € {f1,..., fp}L. Soit f € F. Comme la famille (fi,..., f,) est génératrice
de F, il existe des réels Aq,...\, (pas nécessairement uniques) tels que f = Zle Aifi- Alors par linéarité a

droite du produit scalaire, on a

P P
(x, f) = <xaz)\ifi> = ZM (@, fi) = 0.
i1 =1
Ceci étant vrai pour tout f € F, on en déduit que x € F+. Donc {f1,..., f,}= C F*. O

Ainsi, pour calculer explicitement 1'orthogonal d’un sous-espace vectoriel F' de FE, il sera plus commode de
calculer d’abord une base (f1,..., fp) de F' puis de résoudre le systeme d’équations (z, f;) = 0 pour 1 <i < p.

Exemple 1.3.7. Supposons que E = R? est muni du produit scalaire canonique.

1. Soit D = Vect( (é)) la droite des abscisses. Alors

{0}
“53 = () o) =)

€ R?, 1:(:+Oy=0}

est la droite des ordonnées.
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2. Soit D = Vect( (1)) Alors

3. Plus généralement, si D = Vect( (Z)) est la droite du plan dirigée par le vecteur de coordonnées (a, b) #
(0,0). Alors

)
Jex () ()=o)
)

eR ,ax—|—by—0}

wt(())

Ezemple 1.3.8. Supposons que F = R3 est muni du produit scalaire canonique.
a
1. Si D = Vect(| b |) est la droite de 'espace euclidien de dimension 3 dirigée par le vecteur de coordonnées

c
(a,b,c) #(0,0,0). Alors

1

a

Dt=<{ b
c
x x a
z z c
x

= y| eR3 ax+by+cz=0

z

est le plan d’équation ax + by + cz = 0. Le vecteur (a, b, ¢) est orthogonal & ce plan. On dit que c’est un
vecteur normal au plan.

a a2
2. Si P =Vect(| b1 |, | b2 |) est le plan de 'espace euclidien de dimension 3 engendré par les vecteurs non
C1 [65)

colinéaires (a1, by, c1) et (ag,be,c3). Alors

1
ai a2
Pr=<S (b ], b

C1 C2
x X aq x a9

= y| eR® (lyl, [ ])=0et (|y]|,[t2])=0
z z c1 z Co

_ r R3 ax+biy+cz=0

o g < ’{agx+b2y—|—62z:O

ax+biy+c1z2=0

est la droite donnée par le systéeme d’équations { a7 + by + 22 = 0
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On peut également s’intéresser a 1'orthogonalité dans des espaces de matrices ou de fonctions.
Exercice 12. Soit £ = CO([O 7)) I ebpace vectoriel des fonctions continues sur l'intervalle fermé [0, 7]. On munit
E du produit scalaire (u,v) = [ u

Montrer que cos L sin pour ce produ1t scalaire.

Exercice 13. On se place dans £ = M,,(R) muni du produit scalaire ¢(A, B) = Tr(*AB). On note D, (R)
(resp. Sp(R), AS,(R)) le sous-ensemble de M, (R) formé des matrices diagonales (resp. symétriques, resp.
antisymétriques). Déterminer D,,(R)* (resp. S, (R)*, AS, (R)*)

Exercice 14. On considére I'ensemble E des fonctions de classe C* sur [—1,1] d’intégrale nulle sur [—1,1],
c’est-a-dire que f € F si f:[—1,1] — R est dérivable, de dérivée continue et telle que f_ll ft)dt = 0.

1. Montrer que E est un espace vectoriel.

2. Montrer que ¢ : E x E — R donné par ¢(u,v) f LU t)dt est un produit scalaire sur F.

3. Montrer que la fonction u(t) = t est un élément de E, puis que ut est 'ensemble des fonctions f € E
telles que f(1) = f(—1).

I.3.b Familles et bases orthogonales et orthonormées

Supposons qu’on veuille calculer un certain nombre de produits scalaire en ayant écrit certains vecteurs dans
une base donnée. Par exemple, pour le produit scalaire canonique de R™ et des vecteurs écrits dans la base
canonique, on a

(T1€1 4+ Tpen,yre1 + -+ Ynen) = T1Y1 + 0+ Ty

ce qui nous fait ©(n) multiplications et additions a effectuer.
En revanche, pour un produit scalaire quelconque et une base quelconque, on aurait

(wre1+ -+ Tpen,yre1 + -+ ynen) = Y ziy;(es, €5)

ce qui ferait ©(n?) multiplications et additions a effectuer.
Il semble que si la premiére situation nous est plus favorable que la seconde, c’est parce qu’on a souvent
I'égalité (e;,e;) = 0. On va donc s’intéresser a des bases ayant cette propriété.

Définition 1.3.9. Un vecteur « € E est dit unitaire si ||z| = 1.
Soit (fi,..., fp) une famille de vecteurs. On dit qu’elle est

1. orthogonale si Vi # j, (fi, f;) =0;
1 sii=j,

2. orthonormée si Yi, j{fi, fj) = { .
0 sinon.

Une base orthogonale (resp. base orthonormée) est une famille orthogonale (resp. orthonormée) qui est une
base de E.

Théoréme 1.3.10 (Théoreme de Pythagore). Soit F = (fi,..., fp) une famille orthogonale de vecteurs. Alors

P P
1| Zfi”Q = Z £l ;
i=1 i=1
2. si, de plus, les vecteurs de la famille sont tous non nuls, alors la famille est libre.
En particulier, une famille orthonormée est libre.
Démonstration. Pour 1’égalité, on procede par récurrence sur p en montrant
P P
Pp) : V(fr,- s fp) libre | Y fill2 =D £l
i=1 i=1

L’initialisation pour P(p = 1) est immédiate.
Hérédité : Supposons P(p) et montrons P(p + 1). Soit (f1,..., fp+1) une famille orthogonale. On observe
que (f1,..., fp) est également une famille orthogonale. On a donc

I fll® =D 1Al
i=1 i=1
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Posons x = Zle fi et y = fpy1. Par 'identité de polarisation, on sait que
lz +yl* = ll2l* + 2(z, y) + [lyll*.
Mais

(z,y) = <_Z fir fpr1) =0

par orthogonalité de la famille. Ainsi

p P p+1
lz+9l® = 1 fi+yl* =Dl + 1yl =D 1Al
i=1 i=1 i=1
D’ou I’hérédité.
Pour la liberté, donnons-nous une combinaison linéaire nulle
P
> Aifi=0
i=1
Alors pour tout 1 < j < p, on a
p p
0=0> Nfi,fiy=> N (fi,fi)  =X{f5, f5)

=0 sauf si i=75

Comme f; # 0, on a (f;, f;) # 0 donc A; = 0. Ceci étant vrai pour tout 1 < j < p, on en déduit que la famille
est libre. 0

Proposition 1.3.11. Soit (E, (-,-) un espace euclidien et € = (e, ..., e,) une base.
1. La base & est orthonormée si, et seulement si, Mat((-,-),E) = I,.

, . , . n
2. Supposons que & est orthonormée. Soit x € E qu’on écrit x = Y. x;e; dans la base. Alors x; = (x;,¢€;).
Ainsi, trouver les coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormée se lit par des produits scalaires.

3. Supposons que € est orthonormée. Soient x,y € E qu'on écrit x = Y . xie; et y = Y ., y;e; dans la

base €. Alors
(z,y) = Zﬂizyz et (z, @) = Zl"zz
i=1 i=1

Ainsi, écrire des vecteurs dans une base orthonormée nous donne des formules comme si on travaillait
avec le produit scalaire canonique.

Démonstration. Pour 1, la base £ est orthonormée si, et seulement si, le coefficient a; ; de la matrice Mat((-, -), £)
est
1 sii=j,
aij = (e ej) = .
0 sinon.

On reconnait alors les coefficients de la matrice I,,.
Pour 2, pour 1 < 5 < n, on calcule

{eise))
———

=0 sauf si 1=j

n n
<x’€j>:<zzieiyej>zzxi €i, €5 :x3<63a63>=$3
i=1 i=1
Pour 3, on calcule

n n n n n
(,y) = <ineiazyjej> = ZZ%‘%(@&;‘) = Z ziyilei, €i) = Zﬂﬂz‘yi
i=1 j=1 i=1

i=1j=1 1<i=j<n.

D’ou la formule souhaitée. O
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I.3.c Procédé d’orthogonalisation de GRAM-SCHMIDT

On dispose d'un algorithme qui permet de construire des bases orthonormées.

Théoréme 1.3.12 (Procédé d’orthonormalisation de GRAM-SCHMIDT). Soit E un espace vectoriel muni d’un
produit scalaire et (f1,..., fp) une famille libre de E.
On définit récursivement simultanément deux familles (g1, ...,g,) et (g1,.-.,9p) en posant :

{ g1 = f1/
_ 9
91 = g7l

k
{ g;c+1 = fk’frl = > ic1(frr1,90) 9

etpour 1 <k<p—1:

Ik+1
[z

9k+1

Alors :
1. la famille (g1, ..., g,) est orthogonale ;
2. la famille (g1,...,gp) est orthonormée ;

3. pour tout 1 <k <p, ona
Vect(fi,..., fr) = Vect(g],...,q5) = Vect(g1, .-, gr)-

Démonstration. On procede par récurrence sur p. C’est évident si p = 1.

Hérédité : Soit (f1,..., fp+1) une famille libre de E. On sait par hypothése de récurrence qu’on peut alors
construire comme indiqué des familles (g3,...,9,) et (g1,...,9p) avec les propriétés voulues. On pose alors
Ipi1 = for1 = 2=y (o1, 9) i

Alors pour 1 < i < p, on sait déja que g; € Vect(f1,...,fp) € Vect(f1,..., fpr1). De plus, g,.4

est une combinaison linéaires de vecteurs dans Vect(fi,..., fp+1) donc g, € Vect(fi,..., fpy1). Ainsi
Vect(gs, - - 7,9;;-&-1) C Vect(f1,..., fpt1)

Réciproquement, on observe également que pour 1 < i < p, on sait déja que f; € Vect(gy,...,g,) C
Vect(g, .-+, gpy1). Comme fri1 = gi g + D0 f’”#’ﬁmlg;, on a également écrit f,41 comme combinaison

linéaire en les g;. Donc f,11 € Vect(gy,...,g,41). Ainsi Vect(gi,...,g,.1) 2 Vect(fi,..., fpy1), d’ott I'égalité
par double inclusion.
Montrons que la famille (g3, .., g, ;) est orthogonale. On a tout fait pour. En effet, pour 1 < j < p, on a

p
<g;/n+1ag;‘> fp+1vg] Z fp+1vgz glvgg>
i=1

1 sii=j
] ". Donc
0 sinon.

Or (g, 97) = 9;1(9:, 95) = {

Gpr1595) = 9511 For1595) = NG5 11{Fps1, 951l = O

D’ot I'orthogonalité de la famille (g7, .., 9,1)-
Il reste & voir s'il est possible de définir g, ;. Pour cela, on doit s’assurer que g,,; # 0. Si par I'absurde
gp+1 = 0, alors on aurait

P
fp1 = Z<fp+1agi>gi € Vect(f1,..., fp)
i=1
ce qui contredit le fait que la famille (fi,..., fy41) est libre. Donc g, ; # 0. Donc g,,41 est bien défini.
Or, comme la famille (g7,...,9,.1) est orthogonale, la famille (gi,...,gp+1) 'est aussi. Elle est, de plus,

orthonormée car pour 1 < ¢ <p+1,ona

9 i )= (95, 90)

— 1
lgill™ lggll ™ Ngil?

H9i||2 = (9i,9i) = (

Pour mieux comprendre le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, traitons un exemple simple.

19



Université de Poitiers L2 — Espaces euclidiens

1 1 1
Exemple 1.3.13. Soit E=R3ete; = |0],ea=[2],e3=[0].On observe que (e1,ez,e3) est une base de
1 0 0
1 1 1
R. En effet, la matrice de passage de la base canonique vers cette familleest P = [ 0 2 0| qui est inversible
1 0
car det(P) = —2 # 0.
Appliquons alors le procédé de Gram-Schmidt.
, 1
. ;o _ 9 _ 1
Premiers vecteurs g¢; =e; et g3 = ol = V3 ?
1 1 1-1 1
Deuxiémes vecteurs ¢ =es — {e2,g1)g1 = [ 2| — 1*\/050% 0]l =12 —(3 = % 4
0 1 0—-35 -1
) 1 1
— 9> _ 2 1 —_ 1
9= M1 = Jerercez | 4 Taa | ?
-1 -1
1 1 1 1
Troisiémes vecteurs g5 = ez — (e3,91)91 — {e3,92)92 = (0] — %% 0 — ﬁﬁ 4 1| =10] —
0 1 -1 0
4
1 ! 1 ! 9
w420 =3
—1 1 -3
4 4 2
_ g 0 B I T I Y
93 = Tahll = itz s (—a) 9 6 9 3
9 9 3
1 _1_ 2
V2 3v2 3
Ainsigi=| 0 |,g2= % 193 = *% est une base orthonormée de R3.
1 1 _2
V2 S 3V2 3

Remarque 1.3.14. On remarque en particulier que si E est un espace euclidien, alors il existe des bases dans F
donc des bases orthonormées.

Il n’y a pas du tout unicité des bases orthonormé, ca n’a aucun sens de dire « la base orthonormée » de F
car on ne sait pas comment la choisir en général. Il faudra veiller & préciser de quelle base orthonormée on parle
a chaque fois.

Théoréme 1.3.15 (base orthonormée incompléte). Soit (F,(-,-)) un espace euclidien de dimension n. Soit
(e1,...,ep) une famille orthonormée de E. Alors il existe (ept1,...,en) tels que (e1,...,e,) est une base or-
thonormée de E.

Démonstration. D’aprés le théoréme de Pythagore, la famille (e, ..., ep) est libre. On peut donc la compléter en
une base de F, c’est-a-dire (e1, ..., €p, fp+1,-- ., fn). En appliquant le procédé de Gram-Schmidt & cette famille,
on trouve une famille orthonormée (g1 =e1,...,9p = €p, g+1, ..., gn) qui engendre Vect(e,..., f,) = E. Donc
(g1,---,9n) est une famille génératrice de E, et libre car orthonormée. C’est donc une base orthonormée de E
qui complete (eq, ..., ep). O

Théoréme 1.3.16. Soit (E, (-,-)) un espace euclidien de dimension n. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de
dimension p. Alors F* est un supplémentaire de F, i.e. E=F & F*.
En particulier dim(F+) =n — p.

Démonstration. Si F' =0, on 'a déja vu.
Sinon, soit (eq,...,e,) une base orthonormée de F' qu’on compléte en (eq, ..., €p, €pt1,---,€y,) base ortho-
normée de E. Posons G = Vect(e,i1,...,e,). Montrons que G = F+.

Si z € G. Ecrivons z = > Aie;. Alors pour tout 1 < j < p, on a

n
i=p+1

(@,e)) = > Nileie;) =0

i=p+1
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Donc = € FL. Ainsi G C Ft.
Réciproquement, soit y € F+ qu’on écrit y = o Aei. Soit 1< j < p. Alors

0= <yaej> = ZAl<ela6j> = A]
i=1

Donc y =7 Nie; € G. Ainsi F+ C G et donc en fait F- = Vect(epq1,...,ep).

1=p+1
De plus, par définition, on a F +G = E. Il reste & montrer que FNEF+ = 0. Soit x € FNF*. Alors (z,x) =0
par définition de F*, donc 2 = 0 par séparation. O

Notation 1.3.17. On dit alors que F et F'- sont en somme directe orthogonale et on note F' é FL=E.
Plus généralement, soit Fi, ..., F; des sous-espaces vectoriels de E qui sont deux a deux orthogonaux et

tels que F = Fy + - - - 4+ Fy4. Donnons-nous une base orthonormée &; de chaque F;. Alors la concaténation &£ des

bases &; est une base orthonormée de E car elle est une famille orthonormée et génératrice. En particulier, on

observe par récurrence que les F; sont en somme directe. On note alors ' = F} é e GJé F,; cette somme directe
orthogonale.

Ici, orthogonalité pour un produit scalaire joue un role essentielle. Cette propriété de somme directe, qui se
lit sur lorthogonalité deux & deux, serait completement fausse sans I’hypotheése d’orthogonalité : trois droites
distinctes de R? s’intersectent trivialement et pourtant, elles ne sont pas en somme directe.

Exercice 15. Soit E un espace euclidien et F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que s’équivalent :
(i) F+ 1L G*+;
(i) F-C G

(iii) Gt C F.

I.3.d Projections orthogonales

Soit (E, (-,-)) un espace euclidien

Remarque 1.3.18. En algebre linéaire, pour définir un projecteur, il nous fallait deux sous-espaces en somme
directe £ = F®G, ce qui permettait alors de définir la projection orthogonale pp ¢ : E — E sur F' parallelement
a G de sorte que im(pp) ) = F et kerpp)cG.

Définition I1.3.19. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On appelle projection orthogonal sur F' I’endomor-
phisme pr : E — E qui est la projection orthogonal sur F parallelement & F-, c’est-a-dire que si « € E s’écrit
r=y+zavecy € F et zc F+ alors pp(z) = y.

1L
Remarque 1.3.20. Ceci est bien défini quel que soit le sous-espace vectoriel F car on a vu qu'alors E = F @ F*.
De plus, F- est uniquement déterminé par F, donc la définition de pr ne dépend que de F.
Proposition 1.3.21. Soit E un espace euclidien et F un sous-espace vectoriel de E. Alors,

1. si(e1,...,ex) est une base orthonormée de F, alors

k
Vo € E7 pF(x) = Z<x7e’i>ei7 (Il)
i=1
2. onaVx € E, x =pp(x)+ pp(x), autrement dit idg = pr + pra,

3. si(e1,...,er) est une base orthonormée de F*, alors

¢
Ve € E, pp(x) =2 — Z(x,ej>ej. (1.2)

j=1

Quand on veut calculer des projections, en fonction de la dimension k de F et ¢ de F1, il peut étre plus
commode d’utiliser la formule (I.1) ou (I1.2).

Démonstration. On compléte la famille orthonormée (e, ..., ex) en une base orthonormée (eq,...,e,) de E et
n

on écrit x = E x;e; dans cette base. On sait alors que x; = (x,e;). Ainsi
i=1

k

k
pr(z) = inei = Z<$7€z‘>€i-

i=1
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De plus, on sait également que (ej41,...,e,) est une base orthonormée de F--. Donc

pre(z) = Z (z,ei)e;

i=k+1
D’apres ce qui précede. Ainsi
n k n
x = Z(x, ei)e; = Z(x, ei)e; + Z (x,e;)e; = prp(x) + ppe ()
i=1 i=1 i=k+1
Si (e1,...,eq) est une base orthonormée de F*, on a donc en appliquant (I.1) & pp1 que
¢
pr(z) =2 —ppr(z) =2 — ) (z,e;)e;.
j=1
O
Remarque 1.3.22 (Interprétation de l’algorithme de Gram-Schmidt). Gréce a cette formule, on comprend désor-
mais mieux ce qui a motivé l'algorithme de Gram-Schmidt : On avait en fait posé Fy, = Vect(fy,..., fx) muni
d’une base orthonormée (g1, ...,gx) et
k
Ghpr = Sra1 = D _(Frv1, 9009 = forr — o, (fri1) = Pr(frt1)
i=1

Autrement dit, I'élément qu’on va ajouter pour agrandir la famille orthogonale des (g;) avec un g;_, est le
projeté orthogonal de fr41 sur I'orthogonal F,j- de Fy, ce qui nous assure bien 'orthogonalité de g;_ ; avec les

(97)-

1.3.e Distance euclidienne

On a vu que || - || était une norme sur E. Lorsqu’on dispose d’une norme sur un espace F, on peut lui associer
une distance d sur E. C’est une application d : E x F — R qui vérifie :

positivité Ve, y € E, d(z,y) > 0;
séparation Vz,y € E, d(z,y) =0< = y;
inégalité triangulaire Vz,y,z € E, d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Fait 1.3.23. On définit d: ExE = R . C’est une distance sur E.
(@,y) = lly—z

Exercice 16. Le vérifier.

Cela nous permet de définir des distances entre les vecteurs d’un espace euclidien, qu’on pourra identifier a
des points en géométrie. Plus généralement, on voudrait définir la distance d’un point a une partie. On pose

Définition 1.3.24. Soit v € F et A C F une partie non vide de E. On appelle distance de v a A, la quantité
d(v, A) = inf{d(v,x), x € A}
Soient A, B C E deux parties de E. On appelle distance de A & B la quantité
d(A, B) = inf{d(z,y), z € A, y € B}

En général, il est délicat de calculer des distances et il faut étre méticuleux. Il y a un cas particulier dans
lequel on sait faire aisément.

Proposition 1.3.25. Soit F' un sous-espace vectoriel de E et v € E un vecteur. Alors
d(v, F) = |lv = pp ()|l = [[pp+ (v)]

Démonstration. Posons y = pp(v). Soit © € F et posons z = x —y € F de sorte que x = y + z. On a alors
v—y=v—pr)=ppL(v) € F+. Donc v —y et z sont orthogonaux. Ainsi, par le théoreme de Pythagore, on a

lo —2ll* = llv -y — 21" = llo = ylI* + 2]|* > llv -y

On observe donc que
VeeF, lv—z| = [v—yl

avec égalité lorsque x = y. L’infimum des d(v,z) = ||v —z|| pour = € F est donc atteint en © = y = pp(v). Donc
d(v, F) = |[v — pr(v)]|. Enfin, la seconde égalité découle de v — pp(v) = ppr(v). O
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Le point qui réalise la distance est en fait unique, ce qu’on laisse en exercice.
Exercice 17. On suppose que F est un sous-espace vectoriel de E et v € E. Montrer que = € F et ||v,z| =
d(v, F) si, et seulement si = pr(v).
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Chapitre 11

Endomorphismes remarquables d’un
espace euclidien

Dans tout ce chapitre, on se fixe (E, (-, -)) un espace euclidien de dimension n > 0.

II.1 Adjoint d’un endomorphisme

La bilinéarité des produits scalaires permet d’interpréter différemment les applications linéaires. Pour com-
mencer, intéressons-nous aux formes linéaires.

Théoréme II.1.1 (Dualité entre produit scalaire et formes linéaires). Soit f : E — R une forme linéaire. Alors
il existe un unique z € E tel que
Ve e E, f(z) = (z,z).

Remarque 11.1.2. Attention! La dimension finie de E est essentielle dans ce théoréme. Il existera un théoréme
analogue, appelé théoréme de représentation de Riesz, dans des espaces de dimension infinie munis d’un produit
scalaire, mais cela nécessitera une hypothése de continuité sur la forme linéaire f, ce qui est automatique en
dimension finie.

Démonstration. Pour I'unicité, supposons que z, z’ répondent & la condition. Alors
Ve e E, 0= f(x) — f(z) = (x,2) — (x,2') = (x,2 — 2)

On a donc par définition de Iorthogonal que (z — z’) € E+ = 0. Ainsi z = 2/

Pour l'existence, si f = 0 est la forme linéaire nulle, c’est immédiat en posant z = 0. Sinon, on sait alors que
ker f = F est un sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1. Comme E = F @ F*, il existe alors zg € F* tel
que f(zop) # 0 car sinon f serait nulle sur E. Posons alors z = ﬁcz(jﬁg zo # 0 car zg #0 et f(z) #0. Soit z € E

qu’on écrit x =y + az avec y € F et o € R, ce qui est possible car z # 0 et F* est de dimension 1. On a alors,
d’une part,

(r,2) = (y+az,z2) = (y,2) +alz,z) = O‘%@O,Zo) _ af(zo)2
— ol ol
D’autre part,
F(&) = Fy+ az) = () +af(2) = alZ) f(z,)

120l
=0

Ainsi, on a bien
Ve € E, (z,2) = f(2).
O

Remarque 11.1.3. On peut donc plus simplement comprendre les formes linéaires d’un espace euclidien comme
des produits scalaires contre des vecteurs.

C’est un point de vue qui sera a la base de toute une partie de la résolution de systeémes différentiels au moyen
d’intégrales. On définira des formes linéaires sur des espaces de fonction et on cherchera la « fonctionnelle » qui
correspond a une forme linéaire donnée pour un produit scalaire défini par une intégrale.

Intéressons-nous maintenant aux endomorphismes de F.
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Définition et théoréme I1.1.4 (Adjoint d’un endomorphisme). Soit u € End(E). Alors il existe un unique
endomorphisme u* € End(E) tel que

Va,y € B, (u(x),y) = (z,u"(y))
On appelle u* I’endomorphisme adjoint de u dans FE.

Démonstration. Pour 'unicité, supposons qu’il existe deux endomorphismes v, w vérifiant la propriétés. Soit
y € E, alors

Vo e E,0 = (u(@),y) — (u(x),y) = (z,v(y)) — (z,w(y)) = (z,v(y) —w(y))
Donc v(y) — w(y) € E+ = 0. Ceci étant vrai pour tout y € E, on a donc

Yy € E, v(y) = w(y).

D’ot 'unicité de u* si toutefois il en existe un.
Pour lexistence, soit y € E. Alors application f, : ¢ € E — (u(x),y) € R est une forme linéaire sur E. Par
le théoreme de dualité I1.1.1, il existe un unique z, € E tel que

Vo e E, fy(x) = (z,z,)

On pose alors u*(y) := z,. Comme le z, est uniquement déterminé, cela permet de définir une fonction u* :
E— E.
Il reste & montrer que u* est lindaire. Soient y,y’ € E et A\, u € E. Alors

Vo € B, (z,u"(\y + py)) = (u(z), Ay + ') = Mu(@),y) + p(u(z), ')
= Mz, u™ (y)) + pla, u™ (y')) = (z, M (y) + pu’(y))
Ainsi
w*(My + py') — Mt (y) — put(y') € B =0
Ce qui démontre que u* est linéaire. O

On a alors les propriétés suivantes sur I’adjoint.

Proposition IL.1.5. Soient u,v € End(E) et A\, u € R. Alors
(A p)* = dut 4 ope*

2. (uov)* =v*ou*;

3. (U =u;

4. id = idg ;

5. siu € GL(E), alors u* € GL(E) et (u™1)* = (u*)~%

~

Démonstration. On va simplement utiliser 'unicité de 1’adjoint et la bilinéarité du produit scalaire

Yo,y € B, (2, Au+ p)*(y)) = (A + po)(z), y) = Mu(z),y) + plo(z), y)

Ainsi, par unicité de Padjoint, on a (Au + pv)* = Au* + pv*.

Yo,y € B, (z,(uov)(y)) = (uov(x),y) = (v(z),u"(y)) = (z,v" 0w’ (y))

Donc (u o v)* = v* o u™ par unicité de 'adjoint.
Va,y € B, (z, (u") * (y)) = (u*(2), y) = (y,u"(2)) = (uly), x) = (z,u(y))
D’ou (u*)* = u.

Vr,y € B, (2,idp(y)) = (ide(z),y) = (z,y) = (z,ide(y))
Dot idy; = idg.
Pour la derniére assertion, si u est inversible, alors

idg = idy = (uou ™ H)* = (u ') ou*
Donc (u~1)* est I'inverse de u*, ce qui dit en particulier que u* est inversible. O
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Comme on est en dimension finie, on peut réinterpréter ces théorémes abstraits dans le langage matriciel,
ce qui pourra nous simplifier certains calculs.

Proposition II.1.6. Soit £ une base orthonormée de E. Soit A = Matg(u) la matrice de l’endomorphisme
u exprimée dans la base orthonormée £. Alors

Mate (u*) = 'A.
Remarque 11.1.7. Attention : la proposition est fausse si la base £ n’est pas orthonormée.

Démonstration. Notons A = (a; ;) = Matg(u) et B = Matg(u*) = (b; ;). Soient 1 < 4,7 < n. Alors

n n
(ulei) ) = (Y anien,ej) = > ariler ;) = aj;
k=1 k=1

et N N
(essu™(eg)) = (en, y brger) = > bijlei en) = biy
k=1 k=1
Comme (u(e;),e;) = (e;,u*(ej)), on a donc a;; = b; ; et ceci, pour tout i, j. Cela signifie que B = 'A. O

Exercice 18. Redémontrer la Proposition II.1.5 en utilisant des matrices.
On a un lien entre I'adjoint et 'orthogonalité.

Proposition I1.1.8. Soit v € End(E) un endomorphisme et F un sous-espace vectoriel de E stable par u
(c’est-a-dire u(F) C F). Alors F* est stable par u* (i.e. u*(F*+) C F*).

Démonstration. Soit y € F+. On veut montrer que u*(y) € F+.
Vz e F, (z,u"(y)) = (u(2),y) = 0

car u(z) € F et y € F. Cela démontre que u*(y) est orthogonal & tout z € F donc u*(y) € F*. O

II.2 Endomorphismes orthogonaux

On a vu précédemment une notion de distance et norme sur un espace euclidien. On va s’intéresser aux
endomorphismes qui préservent la norme euclidienne.

I1.2.a Définition des endomorphismes orthogonaux

Définition II.2.1. On dit qu’un endomorphisme u € End(E) est orthogonal 8'il préserve la norme, c¢’est-a-dire
que
Vz e B, |lu(z)] = [lz].

Notation II.2.2. On note O(E) I'ensemble des endomorphismes orthogonaux de E.
On peut caractériser les endomorphismes orthogonaux comme suit :

Proposition I1.2.3. S’équivalent

(i) u est orthogonal, i.e. Vx € E, ||u(z)| = ||z ;

(ii) u préserve le produit scalaire, i.e. Vr,y € E, (u(z),u(y)) = (x,y) ;
(i) u € GL(E) et u* =u~!;

Démonstration. (i) = (ii) Supposons u orthogonal. Alors, d’un c6té
Va,y € B, |lu(z +y)|* = llz +yl1* = l2]* + lly1* + 2(z, )
D’un autre coté,
o,y € B, |lu(@ +y)|* = [lu(@)|* + [lu@)|® + 2(u(z), u(y) = [2]* + ly|* + 2(u(z), u(y))

On a donc
Vr,y € B, 2(z,y) = 2(u(x),u(y))

Ainsi u préserve le produit scalaire.
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(ii) = (iii) C’est immédiat par adjonction car

Ve,y € B, (z,y) = (u(@),u(y)) = (z,u” ou(y))

Donc u* ou = idg donc u* = u~1.

(iii) = (i) Si u* = u~!,alors
Vo € B, u(@)|* = (u(z), u(2)) = (z,u" ou(w)) = (2,idp(2)) = (z,z) = []>.
Donc Vz € E, ||u(x)| = ||z]|. O

Exercice 19. Montrer ’équivalence des conditions précédentes avec

(iv) u* est orthogonal, i.e. Va € E, [|[u*(x)| = ||z||.

I1.2.b Matrices orthogonales

1

Petit interlude sur les matrices : I’égalité u* = v~ invite a s’intéresser aux matrices inversibles €2 telles que

) = Q! ce qui revient a :
Définition I1.2.4. Une matrice ) est dite orthogonale si

DO =00=1,
Notation II.2.5. On note O, (R) 'ensemble des matrices orthogonales.

C’est un sous-groupe (non commutatif si n > 3) de GL,(R). Cela signifie qu’on a les propriétés suivantes :

Proposition I1.2.6. 1. I, € O,(R);
2. VA, B € 0,(R), AB € O,(R);
3. VA€ 0,(R), A~ € O,(R).

Exercice 20. Le démontrer.
Remargue 11.2.7. Si Q € O, (R) on sait déja que Q € GL,(R) car Q7! =Q par définition. Mais
1 = det(I,) = det(Q%Q) = det(Q) det('Q) = det(Q)?

Donc det(2) € {—1,1}. Il y a donc deux types de matrices orthogonales, celles de déterminant 1 et celles de
déterminant —1. On note alors

SO, (R) = {Q € 0,,(R), det(Q) = 1} = 0,,(R) N SL,(R)
et
0; (R) = {Q € 0,(R), det(Q) = —1}

ce qui nous donne une partition

0u(R) = SO,.(R) U O (R)

Exercice 21. Montrer que SO,,(R) est un sous-groupe de O, (R).
Montrer que O, (R) n’est pas un sous-groupe de O,,(R).

II.2.c Lien avec les bases orthonormées
On va maintenant voir le lien avec les bases orthonormeées.

Lemme I1.2.8. Soient £ et £ deuzr bases orthonormées de E et P la matrice de passage de £ a E'. Alors
P e 0,(R).

Démonstration. Notons € = (e1,...,e,) et & = (e}, ...,e),). Notons également @) la matrice de passage de la
base £ & la base &, de sorte que Q = P~1.
Comme & est orthonormée, on sait qu’on peut écrire

n

VI<j<n, ¢ =) (¢, e)e

=1

Le (4, j)-eme coefficient de P est donc P; j = (€, e;.
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De méme, comme £’ est orthonormée, on sait qu’on peut écrire

n
Vi<i<n, e = Z(ei,e;>ej
j=1
Le (j, )-¢me coefficient de @ est donc Q;; = (e;, €}) = P, ;.
On constate ainsi que Q = 'P = P~!. Donc P et ) sont des matrices orthogonales. O
Puisque les endomorphismes orthogonaux préservent le produit scalaire, les conditions de produit scalaire
valant 0 ou 1 pour les bases orthonormées vont étre conservées. Les endomorphismes orthogonaux envoient donc
les bases orthonormées sur des bases orthonormées. Plus précisément :
Théoréme 11.2.9. Soit u € End(E) un endomorphisme. S’équivalent :
(i) u est orthogonal ;
(i) il existe une base orthonormée & telle que Matg(u) € O,(R) ;
(iii) pour toute base orthonormée £, on a Matg(u) € O (R) ;
(iv) il existe une base orthonormée € = (e, ..., ey) telle que (u(e1), ..., u(e,)) est une base orthonormée ;
(v) pour toute base orthonormée € = (ey,...,e,) la famille (u(e1), ..., u(e,)) est une base orthonormée.

Démonstration. On va démontrer (i) = (v) = (iv) = (i) = (iii) = ().
(i) = (v) : Soit €& = (ey,...,ey) une base orthonormée. Alors

1 sii=j,

foralll <i,7 <n, (u(e;),ule;)) = (e;,ej) = { )
0 sinon.

Donc la famille (u(e1),...,u(e,)) est bien une base orthonormée.

(v) = (iv) est immédiat.

(iv) = (ii) : La matrice Matg(u) est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs u(e;) écrits dans la base
des (e;). C’est donc la matrice de passage de (e1,...,e,) vers (u(er),...,u(ey)). D’apres le lemme I1.2.8, c’est
donc une matrice orthogonale.

(ii) = (iii) : Soit £ une base orthonormée dans laquelle la matrice de u est orthogonale. Soit £ une autre
base orthonormée de E et P la matrice de passage de £ a £’. Alors

Matg/ (u) = P~ Matg (u) P

est le produit de trois matrices dans O, (R). C’est donc une matrice dans O, (R) qui est stable par multiplication

(groupe).
(iii) = (i) : Soit &€ une base orthonormée de E, soit P € O, (R) la matrice de u dans cette base. Soit z € E
et X sa matrice colonne dans la base £. Alors

(u(z),u(z)) = (PX)(PX) = 'X'PPX ='XX = (x,2)
Ceci étant vrai pour tout x € E, on en déduit que u est orthogonal. O
Exercice 22. Démontrer les autres implications possibles entre les assertions.

Remarque 11.2.10. Si & est une base orthonormée de £ (n’importe laquelle), d’apres le théoreme I1.2.9, on peut

donc définir une fonction
d: OE) — 0,[R)
u  +—  Matg(u)

C’est en fait une bijection, et méme un isomorphisme de groupes.
Cela permet alors de définir naturellement

SO(E) = @7 '(SO,(R)) et O~ (E)=2"'(0;, (R))

I1.2.d Sous-espaces et endomorphismes orthogonaux

Proposition I1.2.11. Soit u € O(E). Alors
1. Si F est un sous-espace vectoriel de E stable par u, alors FL est stable par u (i.e. u(F+) C F*).

2. si A € R est une valeur propre de u, alors A € {—1,1}.
1L
3. On a E =ker(u —idg) @ im(u — idg).
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T
4. On a E =ker(u+idg) @ im(u + idg).

Démonstration. Supposons que F est u-stable, i.e. w(F) C F. Comme u est un automorphisme de E, on a
donc u(F) = F car u préserve la dimension des sous-espaces. Soit € F+ . Montrons que u(z) € F+. Soit
y € F =u(F). Alors il existe z € F tel que y = u(z). Donc

(u(z),y) = (u(z),u(2)) = (z,2) =0

Ceci étant vrai pour tout y € F, on en déduit que u(z) € F*.
Soit A une valeur propre de u et z un vecteur propre associé a A. Alors

]l = llu(@) || = [|Az{} = [Alfl]

Comme z # 0, en divisant par ||z|| # 0, on en déduit que |\| =1, donc A = {—1,1}.

Montrons simultanément les deux derniéres assertions. Soit € € {—1,1}. Soit F' = ker(u — €idg) et G =
im(u — eidg). On va montrer que G = F+. Soit z € G qu’on écrit donc r = (u — eidg)(y) = u(y) — y. Soit
z € F. Alors (u—¢eidg)(z) = u(z) — ez donc u(z) = 2. Ainsi

<$U, Z> = <u(y) — &y, Z> = <u(y)7z> - €<ya Z> = <u(y)a EU’(Z)) - E<y7 Z> = €<ya Z> - €<y7 Z) =0

Ceci étant vrai pour tout z € F, on a donc x € F-. Donc G C F+.
Mais, d’apres le théoreme du rang, on a

dim(E) = dimker(u — ¢idg) + rg(u — ¢idg) = dim F + dim(G)

Ainsi G et F+ sont de méme dimension dim E — dim F' et inclus 'un dans ’autre. Donc G = F+. O

I1.3 Endomorphismes auto-adjoints

Une autre famille d’endomorphismes remarquable est celle des endomorphismes égaux a leurs adjoints.

Définition I1.3.1. On dit qu’'un endomorphisme u € End(E) est auto-adjoint si u* = u.

I1.3.a Interprétation matricielle
Comme précédemment, on a une interprétation matricielle favorable en base orthonormée.
Théoréme I1.3.2. Soit u € End(E). S’équivalent :
(i) u est auto-adjoint ;
(i) il existe une base orthonormée £ telle que Matg(u) est symétrique ;

(#ii) pour toute base orthonormée £, la matrice Matg (u) est symétrique.

Remarque 11.3.3. Puisque les endomorphismes auto-adjoints sont fortement liés aux matrices symétriques, on
les appelle aussi parfois endomorphismes symétriques.

Démonstration. (i) = (iii) : Soit £ une base orthonormée. D’aprés la Proposition I1.1.6, on sait que
Matg (u) = Matg (u*) = ‘Mate (u)

Donc Matg(u) est symétrique.

(iii) = (ii) est immédiat.

(ii) = (i) : Il existe une base orthonormée £ telle que Matg(u) = “Matg (u). Dans cette base orthonormée,
par la Propostion I1.1.6, on a donc Matg (u) = Matg (u*). Puisque £ est une base, cela implique que u = u* est
donc auto-adjoint. O

Exemple 11.3.4. Attention : la encore, il est trés important de ne considérer que des bases orthonormées. Prenons
par exemple £ = R? muni du produit scalaire canonique et e; = (1)> et eg = (}) qui forme une base (non
orthogonale) de R2. Considérons ’endomorphisme u défini par u(ae; + bea) = ae; — bea. Alors dans la base
E = (e1,e2) on a Matg(u) = ((1) _01) qui est diagonale donc symétrique. Pourtant on a u*(e1) = 3e; + 2es et
u*(ez) = e1 + e2. On voit donc que u* # u donc u n’est pas auto-adjoint.

. . 1 =2 . s
Dans la base canonique, on a en fait Matg_, (u) = <0 _1> qui n’est pas symétrique.
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Notation II.3.5. On note alors Sym(FE) ’ensemble des endomorphismes auto-adjoints de E.
On note également S, (R) I'ensemble des matrices symétriques réelles de taille n x n.

Exercice 23. En utlisant les propriétés de I’adjoint (proposition I1.1.5), montrer que Sym(FE) est un sous-espace
vectoriel de End(E).

Remarque 11.3.6. Etant donné une base orthonormée £ de E, on peut alors définir une bijection (qui dépend
du choix de &) par
Sym(E) = Su(R)
u —  Matg(u)

C’est en fait une application linéaire.

Exercice 24. Montrer que la bijection de la remarque précédente est linéaire et en déduire la dimension de
Sym(E).

Proposition I1.3.7. Soit u € Sym(E). Si F est stable par u (i.e. w(F) C F) alors F1 est stable par u
(i.e. u(F+) C F*).

Démonstration. D’apres la Propostion I1.1.8, on sait que F* est stable par u*. Comme u* = u, on a le résultat.

O

Lemme I1.3.8. Soit u € Sym(FE). Soit F un sous-espace u-stable. Alors les endomorphismes induits up €
End(F) et up. € End(F*) sont autoadjoints.

Démonstration. Soit £ une base orthonormée de F' et £ une base orthonormée de F-. Alors £ = &' U E" est
une base orthonormée de E. Dans cette base, on sait que la matrice de u est symétrique et elle s’écrit, par blocs

Matg/ (UF) ‘ 0
M =
atg(u) < 0 ‘ Matg (U/FJ_)

En transposant

"Mate: (up) | 0

t _ g (Ur
Matg (u) = ( 0 ‘ "Mater (ups)
Donc
tMatg/ (UF) = Matg/ (uF) et tMatg// ('U,FL) = Matg//(uFl)

Les matrices de up et up. sont symétriques dont les endomorphismes up et up1 sont auto-adjoints. O

Exercice 25. Soit F' un sous-espace de E et G un supplémentaire de F' dans E. Soit p la projection sur F'
parallelement & G. Montrer que p est la projection orthogonale sur F (i.e. G = F=) si, et seulement si, p est
auto-adjoint.

I1.3.b Théoreme spectral

On va maintenant avoir besoin du lemme d’algebre linéaire générale suivant, valable pour les R-espaces
vectoriels.

Lemme II.3.9. Soit u € End(E) (pas nécessairement symétrique). Alors u admet un sous-espace stable de
dimension 1 ou 2.

Démonstration. Si u = 0, tout sous-espace vectoriel est stable donc on peut prendre n’importe lequel.

Sinon, soit P le polynéme minimal de u, c’est-a-dire le polynéme unitaire P de plus petit degré tel que
P(u) =0 (P est uniquement déterminé par u). Soit A € C une racine de P.

Supposons A € R. Alors P se factorise en P = (X — A\)@Q avec @ € R[X]. Il existe yg € E tel que
2o := Q(u)(yo) # 0 car sinon, cela contredirait la minimalité de P. Alors 0 = P(u)(yo) = (u—Midg)(Q(u)(yo)) =
u(zg) — Axg. Ainsi, ¢ # 0 est un vecteur propre de u est F' = Vect(xp) est un sous-espace u-stable de dimension
1.

Supposons A € C ~ R. Alors P(\) = P(\) = 0 car P € R[X]. Donc R = (X = A\)(X — ) = X? — bX —
c € RIX], avec b = 2R(\) et ¢ = —|\|?, divise P et P se factorise en P = R(Q pour un certain polynéme
unitaire @ € R[X]. 1l existe yo € F tel que zg = Q(u)(yo) # 0 car sinon cela contredirait la minimalité
de P. Donc 0 = P(u)(zo) = R(u)(Q(u)(yo)) = u?(xo) — bu(wg) — cxo. Ainsi u?(xg) € Vect(u(xg),zo). Donc
F = Vect(u(zg), zg) est u-stable et de dimension 1 ou 2 convient. O

Lemme I1.3.10. Soit W un espace euclidien de dimension 2 et uw € Sym(W) un endomorphisme symétrique
de W. Alors u admet une valeur propre réelle.
De plus, u est diagonalisable.
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c
b

Démonstration. Soit £ une base orthonormée de W et A = (Ccl ) la matrice (symétrique) de u dans la base

E. Le polynéme caractéristique de A est
xa=(X—-a)(X-b)—c*=X?—(a+b)X +ab—c?
Son discriminant est
A = (a+b)? +4c® — dab = a® + 2ab + b* — dab+4c* = (a —b)* + 42 > 0

Donc x4 admet au moins une racine réelle, elle est double si, et seulement si, a = b et ¢ = 0.
Donc v admet soit deux valeurs propres réelles distinctes et donc est diagonalisable, soit u est diagonale
dans la base £ et admet une valeur propre double. O

On a vu que u est diagonalisable mais pour I'instant on ne sait rien de la base. En procédant désormais par
récurrence, on va montrer

Théoréme I1.3.11 (Théoréme spectral). Soit u € Sym(E). Alors il existe une base orthonormée £ telle que
Mat £(u) est diagonale.

Remarque 11.3.12. On peut retenir la phrase « un endomorphisme symétrique est diagonalisable en base ortho-
normée ». Il y a deux informations dans ce théoreme trés court a énoncer :

— D’une part, les endomorphismes auto-adjoints sont diagonalisables.
— D’autre part, on peut trouver une base de diagonalisation orthonormée.

En général, un endomorphisme diagonalisable ne ’est pas toujours dans une base orthonormé comme I'a
montré 'exemple 11.3.4.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n = dim(FE). Sin = 1, il suffit de prendre un vecteur de norme 1.

Hérédité : On suppose n > 2. Soit u € Sym(E). D’apres le lemme 11.3.9, v admet une valeur propre
réelle donc un vecteur propre & qu’on peut choisir de norme 1. Alors F' = Vect(x) est un sous-espace u-stable.
D’aprés la propostion 11.3.7, on sait que F* est un supplémentaire u-stable de F. D’apres le lemme I1.3.8,
I’endomorphisme induit sur F+ est également symétrique. Par hypothése de récurrence, il existe une base
orthonormée £ de F+ de vecteurs propres de up.. Donc & = £ U {x} est une base orthonormée formée de
vecteurs propres de u. O

Notation I1.3.13. Soit v € End(FE). Rappelons qu’on appelle spectre de u, noté Spe(u) 'ensemble des valeurs
propres complexes de u.

Le théoréme spectral nous dit, en particulier, que si u € Sym(FE), alors Spe(u) C R.
Dans R, la notion de signe prend sens, contrairement a C.

Définition I1.3.14. On dit qu’un endomorphisme auto-adjoint « € Sym(FE) est :
— positif si Sp(u) C Ry = [0, +00];
— défini positif si Sp(u) C R =]0, +o00l.

Notation I1.3.15. On note Sym™ (R) I’ensemble des endomorphismes symétriques positifs et Sym™* ™ (R) 1’en-
semble des endomorphismes symétriques définis positifs.

Remarque 11.3.16. Les ensembles d’endomorphismes Sym™ (R) et Sym™* ™ (R) ne sont pas des espaces vectoriels :
si u est positif, les valeurs propres de —u sont négatives dont —u n’est pas positif!

Corollaire I1.3.17 (Théoréme spectral matriciel). Soit S € S,,(R) une matrice symétrique réelle. Alors il existe
une matrice Q € O, (R) telle que D = Q715 est diagonale.

Remarque 11.3.18. Dans cette écriture, comme 2 € O, (R), on a D = Q7150 = .5Q. Donc la matrice S est a
la fois semblable et congruence a une matrice diagonale, via une matrice orthogonale.
Si, on veut I’écrire dans 'autre sens, S = QDQ~! = QD).

Démonstration. Soit S € S,(R). Soit € la base canonique de R™ et u € End(R™) 'endomorphisme donc la
matrice dans la base canonique est S. D’apres le théoréme spectral, on sait qu’il existe une base orthonormée
&’ de vecteurs propres de u. Soit 2 la matrice de passage de £ & £’. La matrice D de u dans la base £’ est donc
diagonale, c’est-a-dire que

D = Matg/ (u) = Q7 1SQ

Mais comme 2 est la matrice de passage d’une base orthonormée vers une autre base orthonormée, on sait
d’apres le lemme I1.2.8 que © € O, (R). O
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Remarque 11.3.19. On dispose alors d’une méthode pour diagonaliser une matrice symétrique S :

étape 1 : Déterminer les valeurs propres (A1, ..., Aq) de S (par exemple en factorisant son polyndme caractéristique).

étape 2 : Déterminer les espaces propres Ejy,(S5).

étape 3 : Pour chaque \;, déterminer une base orthonormée &; de E,(S) en appliquant le procédé de Gram-Schmidt.
C’est une base de vecteurs propres associés a la valeur propre ;.

étape 4 : La base £, réunion des &; est orthonormée. On écrit alors {2 la matrice de passage de la base canonique
vers £, dont les colonnes sont les vecteurs de £ écrits dans la base canonique. On a alors Q2 € O, (R) et on
écrit D la matrice diagonale des valeurs propres avec multiplicité.

étape 5 : On calcule enfin Q. Contrairement & la diagonalisation usuelle, comme Q7! = %), on a juste une
transposition a faire pour conclure.

Le point délicat réside dans I’étape 1. Dans la plupart des exercices, on proposera des matrices pour lesquelles
il est possible de déterminer les racines du polynéme caractéristique. Cependant, pour une matrice quelconque,
on ne peut en général pas déterminer explicitement ses valeurs propres. Il existe des techniques d’approximation
des valeurs propres qui pourront étre étudiées dans la suite de vos études.

2 2 0
Ezemple 11.3.20. Considérons S = |2 —1 0]. On constate que S € S3(R) est symétrique. On calcule son
0 0 1
polynoéme caractéristique :
2—x
2 0
xs@=| 5 _;_. o [=l@-2)(-1-2)-4l-2)=["-z-61-2)=(z-3)(z+2)1-2)
0 0 1—xz

Donc xs(z) admet trois valeurs propres distinctes {—2,1,3}. On a

4 2 0 1
E_5(S)=%ker(S+2I3)=ker |2 1 0] =Vect(vy=1[-2])
0 0 3 0
1 2 0 0
Ei(S)=ker(S—1I3)=ker [2 —2 0| =Vect(va=1{0])
0 0 O 1
-1 2 0 2
Eqi(S)=ker(S—3I3)=ker| 2 —4 0 | =Vect(vg=|[1])
0o 0 -2 0
Ici, on n’a pas encore orthonormalisé les bases de vecteurs propres. Faisons-le.
1 0 2
Wy — (%1 o !g wo — (%) - Wa — V3 - \{5
1= = |7 2= T 37 Moall — L V5
[[o]] 'S [[vz]] 1 [os]| v
1 2
VAR
On a alors ) = :/—% 0 % . Ainsi D = %050, est diagonale, soit
0 1 0
1 =2 1 2
2 00 N 2 2 0 \,7% 0 ﬁ
o 03 \2 2o/l 0 J\5 1
VARV 0 1 0
Ezemple 11.3.21. Soit A = (1 _11) € M3(C). On observe que la matrice A est symétrique et
xa(z) = ‘1;:5 _1Z_a:‘ =(@-(e+1)-i*=2>-1+1=2

Donc 0 est valeur propre double de A. Si A est diagonalisable, alors il existe P € GLy(C) telle que P~ AP = 0.
Donc A = POP~! =0, ce qui est absurde.

Quel est le probleme ?

Ici, on a supposé A diagonalisable et on a abouti a une contradiction. Donc A n’est pas diagonalisable. On
voit que le théoreme spectral ne s’applique pas aux matrices complexes! C’est un théoreme qui est spécifique
aux matrices a coefficients réels.
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I1.3.c Décomposition polaire

A laide des espaces euclidiens, on peut obtenir de nombreuses décompositions matricielles qui s’avérent
utiles dans différents problémes d’analyse en mathématique.

Notation I1.3.22. Comme pour les endomorphismes symétriques, on note également S, (R) (resp. S,/ T (R))
Pensemble des matrices symétriques dont le spectre est positif (resp. strictement positif)

La décomposition polaire va généraliser naturellement la forme trigonométrique des nombres complexes
inversibles z = re? ot r € R} ~ ST (R) et e € U ~ SO,(R) s'identifie a une rotation de C vu comme
R-espace vectoriel de dimension 2.

Proposition I1.3.23 (Unicité de la racine carrée). Toute matrice M € S;F(R) admet une racine carrée N €
SH(R), c’est-a-dire N> = M.
Si, de plus, M € ST (R), alors N € S,/ T(R) est unique.

Démonstration. On écrit M = P~1DP avec D = diag(\y,...,\,) diagonale constituée des valeurs propres
réelles de M, donc (resp. strictement) positives.

Existence : Posons E = diag(v/A1, ..., vA,). Alors N = P~Ydiag(v/A1, ..., vVA,) P convient.

Unicité : Soit R € S;77(K) telle que R?> = M une racine carrée de M. Alors R est diagonalisable et commute
a M. Soit Q le polynéme interpolateur de Lagrange donné par Q(\;) = v/)\;. Alors

QM) =Q(P'DP)=P'QD)P=P'EP=N.

Comme R et Q(R?) = Q(M) = N commutent, elles sont codiagonalisables. Soit U = R™!N. Alors U € S;/*(R)
car {R7IN) = IN{R™!) = NR™! = R7IN et les valeurs propres de U sont des produits d’une valeur propre
de N et d’une valeur propre de R~! donc strictement positives. De plus U2 = R72N? = M~'M = I,,, donc les
valeurs propres de U sont dans {+1}. Ainsi U = I,, donc R = N. O

Théoréme I11.3.24 (Décomposition polaire). Pour toute matrice M € GL,(R), il existe un unique couple
0 € 0,(K) et S e ST (R) tel que M = OS.

Démonstration. Unicité : Si M = OS, alors ‘MM = 'S'O0S = 'SS = S%. Ainsi nécessairement S = /MM
et donc O = MS—1.
Existence : Il reste & montrer que O = MS~! est orthogonale.

O'0 = (MS™H(MS™)=MS™(S™)'M =MS™*M =M (tMM)‘1 ‘M =1,

I1.4 Symétries et réflexions orthogonales

Pour finir cette étude des endomorphismes d’un espace euclidien E, on va s’intéresser aux symétries.

II.4.a Symétries vectorielles

Définition IT1.4.1. Soit F' un sous-espace vectoriel de E et G un supplémentaire de F' (i.e. E = F @ G). On
appelle symétrie par rapport a F parallélement o G 'application s : E — E telle que

Vee F,VyeqG, s(x+y) =x—y
Fait 11.4.2. Si s est la symétrie par rapport ¢ F parallelement a G, alors
F =ker(s —idg) = im(s + idg)

et
G =ker(s +idg) = im(s — idg).

Démonstration. Soit y € F et z € G. Alors, d'une part, (s —idg)(y+ 2) =y — 2z —y — 2 = —2z Donc
ker(s —idg) ={y+z|y€eF, z€G, —2z2=0}=F
im(s —idg) ={-2z|yeF, z€G} =G
D’autre part, (s +idg)(y +2) =y — z +y + z = 2y Donc
ker(s+idg) ={y+z|yeF, z€G, 2y=0} =G
im(s+idg)={2y|y€F, z€ G} =F
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Proposition I1.4.3. Soit s € End(E). S’équivalent :

(i) s est une symétrie;

(ii) sos=idg;
(iii) s est diagonalisable et Spe(s) C {—1,1}.

Démonstration. (i) = (ii) : Supposons que s est la symétrie par rapport & F parallelement a G. Soit y € F et
z€G,alors sos(y+z)=s(y—z) =y+z Comme F+ G =FE,onasos=idg.
(ii) = (iii) : Si so s = idg, alors le polynéme X2 — 1 annule s. Ce polyndome est scindé & racines simples,
donc s est diagonalisable et ses valeurs propres sont contenues dans les racines de X2 — 1 = (X + 1)(X — 1).
(iii) = (i) : Si s est diagonalisable et ses valeurs propres sont dans {—1,1}. Posons F' = ker(s — idg) et
G = ker(s +idg). Alors, par le lemme des noyaux, on a F = F@® G. De plus,siy € F et z € G,ona s(y) =y
et s(z) = —z donc s(y + z) = y — z. Ainsi s est la symétrie par rapport & F parallelement a G. O

Exercice 26. Soient F' un sous-espace vectoriel de E et G un supplémentaire de F' dans E Soit p la projection
sur F' parallelement a G et s la symétrie par rapport a F' parallelement a G. Montrer que s = 2p — idg.

II.4.b Symétries orthogonales
Proposition 11.4.4. Soit F' un sous-espace vectoriel de E et G un supplémentaire de F' dans E. Soit s la
symétrie par rapport a F parallélement a G. S équivalent :

(i) s € O(E) est orthogonale ;

(ii) s € Sym(E) est auto-adjoint;
(iii) G = F+.
Définition II1.4.5. Lorsque les conditions de la proposition I1.4.4 sont vérifiées, on dit que s est la symétrie
orthogonale par rapport a F' et on la note sp.

De plus, si F' est un hyperplan de F (i.e. dim F' = dim E — 1), on appelle sz la réflexion orthogonale par

rapport a F.

Si F est de codimension 2 dans E (i.e. dim F' = dim E — 2), on appelle sg le retournement orthogonal par
rapport a F.

Démonstration. (i) = (iii) : Si s € O(F), montrons que F' et G sont orthogonaux. Soit y € F et z € G. Alors

(Y, 2) = (s(y),8(2)) = (y, —2) = —(y, 2).

Donc (y,2) = 0. Ainsi G C F* et lui est égal par dimension.

(iii) = (ii) : Supposons G' = F*. Soit p la projection orthogonale sur F. On a vu que idg et p € Sym(FE).
Comme Sym(FE) est un espace vectoriel, on en déduit que s = 2p — idg € Sym(E).

(ii) = (i) : Si s € Sym(F) alors s* = s. Mais so s = idg car s est une symétrie. Donc s* o s = idg. O

II.4.c Réflexions orthogonales

Le cas d’une réflexion par rapport a un hyperplan est souvent plus commode & manipuler. Physiquement,
c’est 'image que nous renvoie un miroir par exemple.

Soit H C F un hyperplan. Soit (ey,...,e,—1) une base orthonormée de H qu’on compléte en une base
orthonormée (ey,...,e,) de E. On a donc H+ = Vect(e,,).

Fait I11.4.6. Si sy est la réflexion orthogonale par rapport a H, alors on a
1 0

Matg(sH) =

En particulier, det(sg) = —1.

Proposition I1.4.7. On suppose que dim(E) > 2. Soit H un hyperplan de E et v € H+ ~ {0} (de sorte que
H+ = Vect(v). Alors , pour tout x € E, on a

{z,v)

splx)=x—2 o 0)

.
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Démonstration. Soit x € E qu’on écrit © = h+ Av avec h € H et A € R. Alors

splx)=h—Av=z—-2\

Or (z,v) = (h + Av,v) = (h,v) +A(v,v). Comme v # 0, on a (v,v) # 0 donc A = % Ce qui démontre la
—— ’
=0
formule souhaitée. O

Proposition I1.4.8. Soient x,y € E. S’équivalent :

(i) il existe une réflexion orthogonale sy telle que sy(x) =y ;
(it) ||zl = [lyll-

Démonstration. Le sens direct est immédiat car une réflexion orthogonale est une isométrie.
Réciproquement, supposons que ||z|| = ||y||-
Si x = y, alors il suffit de prendre H contenant x = y car alors sg(z) =z = y.

Si z # y, posons H = (Vect(z — y))J‘ qui est un hyperplan de E car de dimension dim(E) —1 car z —y # 0.
Considérons la réflexion orthogonale sy par rapport & H et remarquons que v = ¢ —y € H+ par construction.
Ona (z+y,z—y) = |z)|>—|y|> =0 donc x +y € (H+)! = H. Ainsi

sple+y)=x+ycarx+y€ H,

sg(x—y)=—(r—y)carz —y € H .
Par somme des deux égalités, on en déduit :
2sp(x) = sp(x+y) +su(z—y)=(@+y) - (r—y) =2
On a donc bien sy (z) = y. O

La réflexion de la proposition précédente est uniquement déterminée lorsque = # ¥, c’est :

Lemme I1.4.9. Soient x,y € E tels que x # y. Si H est un hyperplan tel que la réflexion orthogonale par
rapport a H vérifie sy(x) =y, alors H = (Vect(x — y))L

Démonstration. On a sy(z) = y et sy(y) = sy o sy(x) = x. Donc sy(x —y) = y —x. Ainsi ¢ —y €
ker sy +idgp = H+. Comme H~ est de dimension 1, on en déduit H+ = Vect(x —y). Dot le résultat en passant
I’égalité précédente a 1’orthogonal. O

Théoréme 11.4.10. Soit E un espace euclidien. Soit v € O(E) et d = dim(E) —dimker(u—idg) = rg(u—idg).
Alors, il existe d hyperplans de E Hy, ..., Hy tels que u = sy, 0---0syg,, ou, par convention, idg correspond d
la composition de d = 0 réflexions.

On peut retenir de ce théoreme par la phrase : « Toute isométrie est un produit de réflexions. » bien que
I’énoncé du théoreme soit un peu plus précis.

Démonstration. On montre par récurrence sur d la propriété :

P(d) : Pour toute isométrie u € O(E) telle que d = dim(E) — dimker(u —idg),
il existe des hyperplans Hi, ..., Hgy tels que u = sy, 0---0sp,.

Si d =0, cela signifie que v = idg. La propriété P(0) est donc vraie.

Pour alléger les notations, lorsque w € End(FE), notons E;(w) = kerw — idg.

Hérédité : Soit d > 1. Supposons P(d — 1) vraie. Soit E un espace euclidien et u € O(E) telle que
d = dim(F) — dim E; (u). Comme d > 1, il existe ¢ FEj(u) de sorte que u(z) # x. Comme u € O(FE) est
une isométrie, on a [lu(z)|| = |lz||. L’hyperplan Hy = (Vect(u(z) — x))™ vérifie donc Sp,(z) = u(z). Posons
v =S, O U

Tout d’abord, on remarque que Fj(u) N Vect(z) = 0 car = € E1(u), donc les espaces Vect(z) et Ey(u) sont
en somme directe. On va montrer par double inclusion que

Ey(v) = Vect(x) @ Eq(u).
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Montrons C. Remarquons que z ¢ Hy car sy, (z) = u(z) # x. Ainsi E = Vect(z) @ Hy. Soit y € E;(v)
qu’on écrit alors y = Az 4 z avec A € R et z € Hy. Alors

Au(z) +u(z) = uly) par linéarité
sm, (v(y)) par définition de v et 53, = idp

= 5H,(Y) car v(y) =y puisque y € E1(v)

= Asp, (@) + sp, (%) par linéarité de v

= u(z) + sp,(2) car u(x) = sy, ()

Donc
w(z) =sp,(z) =2
car z € Hy. Ainsi z € Eq(u) donc y = Az + z € Vect(x) + Eq(u).
Réciproquement, montrons 2. D’une part, on a bien z € Ey(v) car v(z) = sy, ou(x) = s} (z) = .
D’autre part, soit y € Ey(u). Montrons que y € Hy. Alors

(x —u(z),y) = (z,y) — (u(x),y) par linéarité a gauche
= (z,y) — (u(z),u(y)) car y € Ey(u)
= (z,y) — (z,y) car u € O(FE) préserve le produit scalaire
-0

Ainsi y € Vect (z — u(m))J' = H,. Donc
v(y) = su, 0 uly) = su,(y) = y-

Ainsi Eq(u) C E1(v) et € E1(v) done Ey(u) + Vect(z) C Ey(v).

D’ou I'égalité Eq(v) = Ei(u) @ Vect(z). Mais alors, dim F — dim B (v) = dim E — dim Eq(u) — 1 =d — 1.
Par hypothese de récurrence appliquée a v, il existe des hyperplans de E tels que v = sy, , o--- 0 sg,. Donc
U=SH, 0V =SH, 0S8k, , 0 -05H,. Ce qui termine I’hérédité. O

En un certain sens, ce théoréme est optimal, car u ne peut pas étre le produit de moins de réflexions que d :
Exercice 27. Soit u € O(E) et d = dim F — dimker(u — idg). On suppose que d > 0. Montrer que si e < d,
ee€ N, etsi Hy,...,H, sont des hyperplans de F, alors

W Sg, 0+ 0S8p,.

Indication : on pourra estimer la dimension de ker(sg, o---osp,) pour 0 < k <e.
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Chapitre 111

Isométries en dimension 2 et 3 et
orientation

Dans le chapitre précédent, on s’est intéressé a certains endomorphismes remarquables d’un espace euclidien
du point de vue de I'algebre linéaire. Désormais, on va tenter d’adopter un point de vue plus géométrique. On
va principalement se concentrer sur les cas d’un espace euclidien de dimension 2 ou 3.

Rappelons que si u € O(FE) et si £ est une base orthonormée de F, on a det (Matg (u)) = 41, et cette valeur
ne dépend pas du choix de u.

Notation II1.0.1. On note alors det(u) = det ( Matg (u)).

Définition IT1.0.2. On appelle rotation vectorielle un élément de SO(E) = {u € O(F), det(u) = 1}.
On appelle antirotation vectorielle un élément de O~ (E) = {u € O(F), det(u) = —1}.

I11.1 Isométries vectorielles de dimension 2

Soit £ = (e1, e2) une base orthonormée de E. On a alors une bijection (c’est méme un isomorphisme) donnée
par :
O(F) — 02(R)
u  — Matg(u)

qui induit également des bijections SO(E) — SO2(R) et O~ (E) — O3 (R). On peut donc directement étudier
les matrices carrées de Oz(R).

III.1.a Etude des rotations vectorielles du plan

a b

Soit 2 = <c d) € SO2(R). On sait que Q7! = %2. Donc

1 d —-b\ (a c
ad—bc\—c a ) \b d

Or det(£2) = ad — bd = 1 nous donne donc le systéme

d=a
b=—c
ad—bec=a®+c2=1

Ainsi, il existe § € R (unique & un élément de 27Z pres tel que a = cosf et ¢ = sin 6. Ainsi
O (cos 0 —sinf
~ \sinf  cosf

cos —sinf

Notation IIT1.1.1. Pour 6 € R, on note Q(§) = (sin9 cos 0

) et on lappelle rotation d’angle 6.

Proposition III.1.2. Soit o, 8 € R. Alors
1. Qo+ B) = Qo) - QB) ;
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2. Qa)" = Q(—a).

Démonstration.

Q(a) - Q(B) = (cosa —sina> ((Szfsg —sinﬁ)

sina cosa cos f3

_ (cosacosﬁsinozsinﬂ cosasinﬁcosﬂsina) _ (COS(OHLﬂ) Sin(aJFﬂ)) = Qo+ )

sinacos 8+ cosasin 3 —sinasin 8 + cos a cos 3 sin(a+ p) cos(a+ f)

Comme Q(0) = I3, on a en particulier que

Donc Q(—«) est inverse de Q(«). O
Théoréme II1.1.3. Le groupe SO5(R) est commutatif.

Démonstration. Si Q(«), Q(8) sont deux éléments quelconques de SO5(R), alors

U)QB) = Qa+ B) = QB + a) = QL))

II1.1.b Etude des antirotations vectorielles du plan

a b

Soit A = (c d) € 05 (R). On sait que A~! =*A. Donc

1 d -b\ _ [(a ¢
ad—bc\—c a ) \b d

Or det(f2) = ad — bd = —1 nous donne donc le systéme

d=—a
b=c
ad —bc=—a> -2 =—-1

Ainsi, il existe ¢ € R (unique & un élément de 27Z pres tel que a = cos¢ et ¢ = sin p. Ainsi
A [Cos¢¥ sin ¢
“\sing —cosp

Notation II1.1.4. Pour ¢ € R, on note A(p) = (c9sgp s @ )
sinp  —cosp
Ainsi
03 (R) = {A(p), » € R}

Proposition III.1.5. Soit £ = (e1,e2) une base orthonormée d’un espace euclidien de dimension 2 et u €
O; (E). St Matg(u) = A(p), avec ¢ € R, alors u est la réflexion orthogonale par rapport d la droite Vect(x,,)
ol x, = cos $e; + sin Lep.

Démonstration. On pose également y,, = sin £e; — cos £ea. Alors

cos sin cos £ cos pcos £ +sinpsin £ cos
M) Mattay) = (7 e ) (G0 3) = (e gt ) — (o

sing —cosp) \sin§ sin p cos § — cos psin § sin(

€ 6
|

NSRS
S—
N—
I
R
w Q
B 2
SIS
N———

Ainsi u(z,) = z,.
On montre par un calcul similaire que u(y,) = —y,.

Donc Maty,, ,.,) = (1

0 _1>, autrement dit, u est la réflexion orthogonale par rapport a Vect(z,,). O

Exercice 28. Soient 0, ¢, ¢1, p2 € R. Montrer les égalités :
L A(@)2(0) = A(p — 0);
2. QO)A(p) = Ap+0);
3. Ap1)A(p2) = Qo1 — 92);
4. Ap)'QO)A(p) = Q(=0).

Illustrer par des figures les situations correspondant a ces quatre égalités.
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111.2 Orientation

Ezemple 111.2.1. Soit E un espace euclidien de dimension 2. Soit £ = (eq, e2) une base orthonormée de E. Soit
¢ € R. Posons f1 = cos(p)e; + sin(p)es et fo = —sin(p)e; + cos(p)ea de sorte que F = (f1, f2) est une base
orthonormée de E. Posons également g, = cos(p)e; +sin(p)es = f1 et g2 = sin(p)e; — cos(p)ea = — fo de sorte
que G = (g1, ¢2) est aussi une base orthonormée.

Soit § € R et u € SO(E) l'isométrie telle que Matg(u) = ©(#). Demandons-nous ce que devient la matrice
de u dans les bases F et G.

Soit P la matrice de passage de £ a F. On a

p_ (Cosga singp) — Q).

sinp  cosgp

Ainsi, on a
Mat z(u) = P~ Mate (u) P = Q(—¢)Q(0)Q(p) = Q(6)

Soit @ la matrice de passage de £ &4 G. On a
cos sin
o= (e e ) =)

sing —cose

Ainsi, on a

Matg(u) = Q™' Mate (u)Q = Alp) "' Q0)A(p) = Q(-0)

C’est embétant parce qu’on aimerait dire que u est la rotation d’angle 6 dans les bases £ et F mais qu’elle
est la rotation d’angle —6 dans la base G.

Quel est le probleme ici?

On observe que det(P) = 1 mais det(Q) = —1, il y a une symétrie entre F et G qui a changé fo en go = — fo,
c’est comme si on avait regardé ce que fait u « de 'autre c6té du miroir ».

Il semble donc que 'écriture de la matrice d’une rotation v € O(FE) dépende, au signe pres, du choix de la
base. On observe, qu’en fait, seul le signe de # dépend du choix de cette base car le parameétre ¢ fait que les
bases orthonormées de F ont toutes été décrites.

Pour parler de ’angle d’une rotation dans un espace de dimension 2, on a donc besoin de décider qu'une base
orthonormée arbitraire est « mieux » que les autres, en ce sens qu’on se ’est donnée. Cela nous dit alors que la
« moitié » des bases permettront d’écrire les rotations de la méme maniere et 'autre « moitié » en renverseront
le signe de I’angle. On est alors amené a poser la définition suivante :

Définition ITI.2.2 (Orientation). Soit E un espace euclidien de dimension n > 1 (pas nécessairement n = 2).
On dit que deux bases orthonormées £ et F définissent la méme orientation si la matrice de passage P de &
a F vérifie P € SO, (R). Sinon, on a alors P € O, (R) et on dit alors que £ et F définissent des orientations
opposées.

Exercice 29. Sur I’ensemble des bases orthonormée B d’un espace euclidien de dimension finie n > 1, on
consideére la relation binaire # donnée par :

ERF si & et F définissent la méme orientation.

1. Montrer que Z est une relation d’équivalence sur B.

2. Montrer qu’il y a exactement deux classes d’équivalents pour cette relation, i.e. Card (B/%) = 2.

Définition ITI.2.3 (Bases orthonormées directes et indirectes). Si € est une base orthonormée de E, on dit
alors que (E, (- ~>,5) est un espace euclidien orienté.
Dans un espace euclidien orienté (E, (), 5), si F est une base orthonormée, on dit que c’est :

— une base orthonormée directe (BOND) si F définit la méme orientation que & ;

— une base orthonormée indirecte (BONI) si F définit une orientation opposée a &.

Remarque I11.2.4. En choisissant £ une base orthonormée, on a choisi un représentant d’une classe d’équivalence
clez(€). Lorientation de E choisie ne dépend ainsi que de la classe d’équivalence de &.

On n’oubliera pas que dans une famille/base de vecteurs, 'ordre dans lequel on les écrit est important.
Echanger deux vecteurs consécutifs d’une base orthonormée directe en fait une base orthonormée indirecte par
exemple.

Définition II1.2.5. Soit (E, (-, -), ) un espace euclidien orienté de dimension 2.
Siu € SO(E) et 8 € R, on dit que u est la rotation d’angle 0 lorsque dans n’importe quelle base orthonormée
directe F, on a
Matz(u) = 2(0) € SO(R)
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Remarque 111.2.6. On a vu que cette définition ne dépend donc pas de la base orthonormée directe F choisie
mais ¢a dépend de l'orientation de F.

Si on renverse l'orientation de E, on observe que u devient la rotation d’angle —8 mod 2.

On fera donc attention a ne jamais parler d’angle d’une rotation sans avoir au préalable défini une orientation
sur .

II1.3 Notion d’angle en dimension 2

Soit F un espace euclidien de dimension 2 et z,y € E deux vecteurs non nuls. On souhaiterait définir
I’angle entre x et y.
Tout d’abord, avec le théoréeme de Cauchy-Schwarz, on sait que

_ (zy
O ) = ey € 1Y

Par conséquent :

Définition ITI1.3.1 (Angle non orienté). Si E est un espace euclidien (non orienté) de dimension 2 et si z,y € E
sont deux vecteurs non nuls, alorsl existe un unique 6(x,y) = arccos C(x,y) € [0, 7] de telle sorte que

(z.y) = llz]lllyll cos (6(z,y))
On appelle 0(z,y) l'angle non orienté entre x et y.

Remarque 111.3.2. Pour tout z,y € F non nuls, on a

0(z,y) = 0(y, x)

par symétrie du produit scalaire.
Autrement dit, ’angle non orienté ne dépend pas de l'ordre dans lequel on considére x et y.

D’autre part, posons =’ = ﬁ ety = ﬁ, ce qui est possible car on a supposé z et y non nuls.

Proposition IT1.3.3. Soit E un espace euclidien de dimension 2 et 2’,y' € E tels que ||z'|| = ||¥'|| # 0. Alors
il existe une unique rotation u € SO(E) telle que u(z’) =y’

Démonstration. Pour I’existence, on considére 2z’ € E tel que ||2'|| = ||2']] = ||¢/||- D’apres la Proposition I1.4.8,
il existe donc s1, 82 € O (E) deux réflexions orthogonales telles que s1(z') = 2’ et s3(2’) = ¢//. Donc u = sp08;1 €
SO(FE) vérifie u(z') =y’

Pour ’unicité, munissons F d’une orientation. Si u,v € SO(F) sont telles que u(z’) = 3y’ = v(a’). Alors
2’ = u=(v(x)). Posons w = u~! ov € SO(E). Alors 2’ € ker(w — idg). Soit § 'angle de w dans une base
orthonormée directe de E. Alors le polynome caractéristique de w vérifie

_|cosf — X —sinf | o ] 92 » 2y v2 :
Xw(X) = sin 0 cosf — X = (X*—2cos0X 4 cos6”) — (—(sinh)”) = X* —2coshX + 1

Comme 2’ # 0 est un vecteur propre de w de valeur propre 1, on a x.,(1) = 2(1 — cos#) = 0. Donc cosf = 1,
ce qui impose que # =0 mod 27. Ainsi w = idg donc u = v. O

Définition IT1.3.4. Si F est un espace euclidien orienté de dimension 2 et si z,y € E sont deux vecteurs non
nuls, alors il existe une unique rotation u € SO(E) telle que u(z') =y ot &’ = E y = ﬁ Dans une base
orthonormée directe &, il existe 7 = 7(z,y) € R tel que Matg(u) = (C:EZ: _S;I:— = Q(7). Le réel 7(z,y)

s’appelle l’angle orienté entre x et y. Il est uniquement déterminé modulo 27.

1

Remarque 111.3.5. Si u(2’) =3/, alors u=1(y') = 2. Or, on a vu que si u est la rotation d’angle 7, alors u~! est

la rotation d’angle —7. On a donc
7(z,y) = —7(y,z) mod 27
Autrement dit, quand on échange 'ordre de x et y, cela renverse le signe de ’angle orienté.

Remarque 111.3.6. Il y a un lien entre ’angle non orienté et ’angle orienté entre x et y.
Soit #’ = e; qu’on compléte en une base orthonormée directe (eq,es) de E. Alors on a

y' = u(e1) = cosT(z,y)e; +sinT(z,y)es.
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Quand on calcule le produit scalaire entre x et y, on a donc

(@,y) = (lzlles, lylly") = lzlllyll(ex, cos 7(x, y)er + sinT(w, y)ea) = [l|l[lyll cos 7(z, y)

Ainsi, on a
cos 0(z,y) = cosT(z,y)

Dong, lorsqu’on choisit 7(x,y) € [—m, 7], on a

0(z,y) = [ (z,y)|

Par ailleurs, en écrivant la matrice de la famille (z,y) (qui n’est pas une base en général) dans la base
orthonormée directe (eg, eq), c’est-a-dire qu’on écrit en colonne les matrices des vecteurs dans cette base, on a

]l cos (2, y)llyl|
|

det(81,62)(x?y): 0 sint(z,y)|ly| = sin7(z,y)| =yl

Ce déterminant ne dépend pas de la base orthonormée directe choisie.
Ainsi, pour déterminer 1’angle orienté 7(x,y), il suffit de déterminer

— langle non orienté 0(z,y) € [0, 7] et
— le signe e(z,y) de det(x,y) dans une base orthonormée directe (avec e(x,y) = 1 lorsque ce déterminant
est nul, mais ce choix est sans importance).
On a alors
T(z,y) = e(x,y)b(x,y) €] — 7, 7].

III.4 Structure supplémentaire en dimension 3

Dans le reste de cette section, (E, (-,-), &) est un espace euclidien orienté de dimension 3.
On va ici développer des outils de calculs propres a la dimension 3.

ITT1.4.a Produit mixte

Proposition-définition IIT1.4.1 (Produit mixte). Soit £ une base orthonormée directe de F et F = (x,y, 2)
une famille de 3 vecteurs de E (I'ordre de z,y, z est important!). Alors le déterminant detg(F) de la famille
F dans la base £ est indépendant de la base orthonormée directe £ choisie (parmi les bases orthonormées
directes).

On note [z,y, z] = detg(F) cette quantité et on 'appelle le produit mixte de F.

Démonstration. 1l faut seulement montrer que detg (F) ne dépend pas de la base orthonormée directe £ choisie.
Soit & une autre base orthonormée directe. Notons M la matrice de F dans la base £ et M’ la matrice de
F dans la base £’. Soit P la matrice de passage de la base £ vers la base &’. Alors M = PM' et P € SO3(R).
Donc
det(M) = det(PM') = det(M")

O
Ezemple 111.4.2. Soit £ = (e, ea,e3) une base orthonormée directe de E. Posons £ = (ef,eh, e5) la base
orthonormée suivante :
¢) = (e +e3)
eh = ey
ey = 5(e1 —e3)

Considérons la famille F = (fi1, fa, f3) donnée par

fi =V2fi+fo =e1+etes

f2 =2V2f =2(e1 +e3)
f3 =vV2f; =e; —e3
On a alors
1 2 1 V2 22 0
M=1[1 0 0 et M=11 0 0
1 2 -1 0 0 V2
Ainsi

det(M)=2—(-2)=4 et det(M') = V2(—2v2) = —4
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Comme ces déterminants sont différents, on comprend que € et £ n’ont pas la méme orientation. Comme & est
directe, cela nous dit donc que &’ est indirecte. On a également

[f1, f2, f3] = det(M) = 4 = — det(M’)

Proposition IT1.4.3 (Propriétés du produit mixte). Soit F = (z,y, z) une famille de trois vecteurs de E.
1. Si &' est une base orthonormée indirecte, alors [x,y,z] = — detg/(x,y, 2).
2. [l'vyaz] = —[y,x,z] = —[ZL',Z,y] = —[Z7y,$} = [vaay] = [yvz7x]'

3. Les trois applications

EF — R E — R EF — R
t = [ty 2] t = [,t,7] t = [z,y,1]

sont linéaires.
4. |z, y,z] # 0 si, et seulement si, la famille (x,y, z) est libre (donc une base de E).

5. Si (xz,y,z) est une base orthonormée, alors

{[L y,z] =1 si (z,y,2) est directe,

[x,y,2] = =1 si(x,y,2) est indirecte.

Exercice 30. Démontrer cette proposition.
Indication : utiliser les propriétés du déterminant.

I11.4.b Produit vectoriel

Définition et théoréme IT1.4.4 (Produit vectoriel). Soient z,y € E deux vecteurs. Alors il existe un unique
z € E tel que

Yo e B, [z,y,v] = (z,v)
On dit que z € E est le produit vectoriel de = et y, et on le note x Ay = z.

Remarque 111.4.5. On peut donc retenir la formule
Vo,y,2 € B, [z,y,2] = (z Ay, 2)

Démonstration. L’application
f+ E — R
v [z,y,v]

est une forme linéaire. D’apres le théoreme de dualité I1.1.1, il existe donc un unique z € E tel que Yv €
E, f(v) = (z,v). O

Remarque 111.4.6 (Calcul explicite du produit vectoriel). Soit & = (ey, e2, e3) une base orthonormée directe. On
écrit © = x1e1 +xoes +x3e3 €t y = y1e1 + yoea + yzes. Alors, en développant par rapport a la troisiéme colonne,
on a

1 yr 1

[z,y,e1] = |22 y2 0| =z2ys — T3y2
3 y3 O
1 y1 O

[, y,e2] = |22 w2 1| =2ax3y1 —21Y3
z3 y3 O
1 y1 O

[z,y,e3] = |x2 y2 O =z1y2 — 22y1
z3 Y3 1

Ainsi
T2Y3 — T3Y2
Mat (e, ep,e5) (T AY) = | Z3y1 — 71y3
T1Y2 — T2Y1
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En pratique, pour faire le calcul, on peut compléter la matrice 3 x 2 de z et y écrit en colonne en une matrice
5 X 2 en recopiant les deux premiéres lignes et en calculant les trois mineurs du milieu dans ’ordre :

T Y1
€2 Y2
x Y1 T2Y3 — T3Y2
¥
532 /\ y2 = x?’ y3 = = Mat(€1,€27€3)(x /\ y)
¥ T3Y1 — T1Y3
3 ys Ty (7
¥ T1Y2 — T2Y1
T2 Y2

Proposition I11.4.7. Soient x,y € E. Alors
1. x Ny=yAz;

2. L’application est linéaire.

T Nv

3. L’application est linéaire.

< <
14 11

vVAY
Exercice 31. Démontrer cette proposition.

Proposition I11.4.8. Soient x,y € E. Alors
1. xANy=0< x ety sont colinéaires.
2. x Ny est orthogonal a x et a vy.
3. si{x,y) =0 et|z|]| = |yl =1, alors (x,y,x Ay) est une base orthonormée directe.
Démonstration. Montrons 1.
Si z et y sont colinéaires. Alors detg(x,y, z) = [z,y, 2] = 0 pour tout z € E. En particulier [z,y,x Ay] =

|z Ay||> = 0. Donc x Ay = 0.
Sinon, c’est que (z,y) est libre. Alors il existe z € E tel que (,y, z) est une base de E. Donc

0 # detg(z,y,2) = [,y,2] = (x Ay, 2).

Donc x Ay # 0.
Montrons 2. On a
<ZC A y,$> = [Jj,y,l’] = detf(x7y7x) = 0.

De méme
<x/\y,y> = [%y,y] = det5($>yay) =0.

Montrons 3. Comme la famille (z,y) est orthonormée, elle se compléte en une base orthonormée (z,y, z)
qu’on peut supposer directe quitte a changer z en —z. Dans cette base, on a alors

0
A1) =
0

Mat(, ) (z Ay) =

OO =
—_ o O

Donc z=x Ay. O
Ezemple 111.4.9. Si (e, e2,e3) est une base orthonormée directe de F, on a
e3 =e1 N\eo et es =ezNe; et e =ex Neg
Remarque 111.4.10. Le produit vectoriel n’est pas associatif :
e1 A(e1 ANez) = e ANes = —ea,

mais
(61 /\61)/\62:0/\62 =0.
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Proposition IT1.4.11 (Lien entre produit vectoriel et angle orienté). Soit x,y € E deux vecteurs non nuls et
F un plan (i.e. dim(F) = 2) contenant x et y. On munit le sous-espace euclidien F d’une orientation, par le
choix d’une base orthonormée (f1, f2). On pose fs = fi A fo de sorte que (f1, fa, f3) base orthonormée directe
de E. On peut donc définir 0(x,y) Uangle orienté dans F entre x et y. Alors

z Ay = ||yl sin (0(x,y)) fs.

Démonstration. Pour simplifier, notons § = 6(z,y). Comme (f1, f2) est une base orthonormée de F, il existe
p € R tel que

—— = cos@f; +sinpfs.

x
[l

Alors, dans F', on sait que

Mat Y\ _ (cost —sing) (cosp) _ cos(f + )
(f1.f2) [yl sind cosf sin sin(0+¢ -

On a donc
" y cos cos(f + )
Mat(f17f27f3) (Hl‘”) /\Mat(fl’fg,fg_) (y”) = SiIS(,O A sin(00—|— ®)
0 0 0
cos psin(f + ) — sin g cos(f + @) sin (0 +¢) — ¢) sin(#)

Ainsi, par bilinéarité du produit vectoriel, on a bien

T Y 1

x Ay = (sinf)fs3

= A
[ I 77 A B 7]

Exercice 32. Soient u,v,w € F trois vecteurs.
1. Montrer que u A (v A w) € Vect(v, w).

2. Plus précisément, montrer que
ulA (vAw) = (u,v)w — (u,w Av et (u Av) Aw = (u, w)v — (v, w)u

Inditation : on pourra considérer une base orthonormée directe (e, ea,es3) telle que v € Vect(ey) et w €
Vect(eq, ez).
3. Montrer que
(u AV) A (uAw) = [u, v, wu.
4. Montrer que
[u Av,v Aw,w Au) = [u,v, w]?.

5. Montrer que
uN(Aw)+vA(wAu)+wA (uAv)=0.

Exercice 33.[Identité de Lagrange] Soient z,y, z,a,b,¢ € R six nombres réels. Sans faire de calculs, montrer
que
(a®> + 0%+ ) (22 + v + 2%) = (az + by + ¢2)® + (ay — bx)? + (cx — az)? + (bz — cx)>.

Indication : On pourra chercher a écrire un produit scalaire a l'aide d’un angle.

II1.5 Etude des isométries vectorielles de dimension 3

A nouveau, dans cette section, (E, (-, -),&p) est un espace euclidien orienté de dimension 3.
Commengons par nous intéresser aux valeurs propres d’une isométrie.

Lemme IIL.5.1. Soit u € O(E). Si A € R est une valeur propre de u, alors A € {—1,1}.
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Démonstration. Soit x € E \ {0} un vecteur propre associé & u. Comme u est une isométrie, on a
2]l = llu(@) [} = [IAz] = [Alfl]-
Donc |A| =1 car ||z|| # 0. O

Lemme IT1.5.2. 1. Siu € SO(E), alors 1 est valeur propre de u.

2. Siue O (E), alors —1 est valeur propre de u.
Autrement dit, si u € O(E), alors det(u) est une valeur propre de u.

Démonstration. Soit x, € R[X] le polyndme caractéristique de u. Comme x,, est de degré 3 qui est impair, il
admet au moins une racine réelle A\; qui est donc une valeur propre.
Si x, admet une valeur propre u € C \ R, alors la troisiéme valeur propre de u est nécessairement [
et, dans C, on a
det(u) = Ayjifi = M|l
Donc |A1] =1 et A1 est de méme signe que det(u). Or | det(u)| = 1. Ainsi A\; = det(u).

Si x, n’admet que des valeurs propres réelles, notons A3, A3 les deux autres valeurs propres. On sait
que A1, Ao, Az € {—1,1}.

Si det(u) = —1, alors il existe ¢ € {1,2,3} tel que A; = det(u) = —1 car les trois valeurs propres ne sont
pas 1.

Si det(u) = 1, alors il existe i € {1,2,3} tel que A\; = det(u) = 1 car les trois valeurs propres ne sont
pas —1. L]

Proposition-définition II1.5.3. Soit u € O(F) et A = det(u). Alors il existe une base orthonormée directe
(f1, f2, f3) et un réel O € R tels que

A 0 0
Mat (s, .4 (u) = [ 0 cos® —sind
0 sinf cos6

Siu € SO(E), i.e. A =1, on dit alors que u est la rotation d’axe orienté par f; et d’angle 6.
Siue O (F),ie A= —1, on dit alors que u est ’antirotation d’axe orienté par f; et d’angle 6.

Démonstration. Comme A est une valeur propre de u, on peut choisir f; un vecteur propre de norme 1 associé
a A, ie. u(f1) = Afi. Complétons f; en une base orthonormée directe (f1, fo, f3).

On remarque que ' = Vect(fa, f3) = Vect(f;)*. Comme u préserve 1’orthogonalité, on a donc u(F) = F.
Donc w induit une isométrie v = up € O(F) de F. Dans la base (f1, fo, f3), on a alors

A 0 0

A = det(u) = det (Mat(y, 1, 1,)(u)) = = Adet(v)

Mat(fmfz)(v)

Donc det(v) = 1, ce qui nous dit que v € SO(F') est une rotation du plan F. Ainsi, il existe § € R tel que

cosf —sinf
Mat s, f,)(v) = (Sin0 cos 6 ) '

D’ou le résultat par I'écriture de u dans la base (f1, fa, f3). O

Remarque 1I1.5.4. Si u est une rotation d’angle 0, alors u = idg.
Si u est une rotation d’angle 7, alors u est en fait le retournement (symétrie) orthogonale par rapport a l’axe

Vect(f1).
Si u est une antirotation d’angle 0, alors w est en fait la réflexion orthogonale par rapport au plan F.
Si u est une antirotation d’angle 7, alors u = —idg.

On retrouve donc bien les symétries orthogonales de EF comme cas particuliers des rotations et antirotations.

Remarque 111.5.5. Si on change f1 en — fi, alors la base (—f1, f2, f3) est indirecte.
Complétons —f1 en une nouvelle base orthonormée directe (—f1,—f2, f3). En considérant la matrice de
passage entre ces bases, la matrice de u devient

-1 0 0 A0 0 -1 0 0
Mat(_s —fy5)(w)=1 0 —1 0] [0 cosf) —sin6 0 -1 0
0 1 0 sinf cosd 0 0 1

A 0 0 A 0 0
=10 cosf sinf | =10 cos(—0) —sin(—0)
0 —sinf cosf 0 sin(—6) cos(—0)
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Ainsi, on voit que changer f; en —f; change également 6 en —6.
On fera donc tres attention au fait que I'angle d’une rotation dépend, au signe pres, du choix de ’axe de la
rotation. Ce choix n’est pas « canonique » et on pourra le faire comme bon nous semble.

Fait I11.5.6 (Méthode de calcul de I'axe et de 'angle d’une isométrie vectorielle en dimension 3). Supposons
qu’on sache déja que u € O(E), ce qu’on peut vérifier en calculant u*u = idg, ou encore ‘AA = I3 lorsque A
est la matrice de u dans une base orthonormeée.

On commence par calculer A = det(u) € {£1} quand on ne le connait pas.

Pour calculer Uaze de u, il suffit de déterminer un vecteur propre f1 € ker(u — Aidg) \ {0} qu’on choisit de
norme 1.

Pour calculer Uangle 6 de u, on calcule d’abord la trace Tr(A). On en déduit alors |0| € [0, 7] comme suit.
On a Tr(A) = A+ 2cosf. Donc

9 L(g)*l siu € SO(E)
cosf =

L(’QHI siu € O™ (F)
Pour déterminer le signe de sin 8, on considére gs linéairement indépendant avec fi. Le procédé de Gram-Schmidt
nous dit qu’on peut trouver fo tel que (f1, f2) est une famille orthonormée et go = x f1 + yfa pour z,y € R. On
ne cherche pas d déterminer fo,x,y. St fs = f1 A fa, alors (f1, fa, f3) est donc une base orthonormée directe de

E. Dans cette base, on a u(gs) = zu(f1) + yu(fz) = Az fi + ycosOfs + ysin@fs. Ecrivons le produit mizte de
f1, g2 et u(ge) dans cette base. Alors

1 =z Az
(f1 A g2, u(g2)) = [f1, 92, u(g2)] = dets, 5, 1) (f1, 92,u(g2)) = |0y ycosb| = y*sind

0 0 ysinf

Ainsi (f1 A g2, u(g2)) et sinf sont de méme signe, ce qui permet de déterminer 6 € [—7, x].

Pour résumer :

étape 1 Déterminer A = det(u) et une matrice A de u dans une base orthonormdée.

étape 2 Calculer cosf = w

étape 3 Déterminer fi € ker(u — Aidg) de norme 1.

étape 4 Choisir go & Vect(f1) pour lequel il est facile de calculer fi A g2 ou u(ga) (au choix).

étape 5 Calculer le signe de (fi A g2,u(g2)) Déterminer le signe de sin 6.

étape 6 Conclure sur la valeur de 6 € [—7, ] a partir de la donnée de cos@ et du signe de sin6.

0 0 1
Exemple 111.5.7. Soit A= (1 0 0]. On constate A permute les termes de la base canonique donc envoie
01 0

une base orthonormée sur une base orthonormée. Ainsi A € O3(R).
De plus det(A) = 1 donc A € SO3(R).

On a
a —z+2=0 1
ker(A — I5) = yl, z—y=0 =Vect( 1 )
z y—z2=0 1

1

Posons alors f1 = % 1 | qui nous donne ’axe orienté de la rotation w.

Alors 'angle de u vérifie
Tr(A)—1 0-1

cosf =
2 2
Donc 6 = :I:%’T.
1 1 0 1 1 0
Prenons g, = [ 0 ¢Vect( 1 ) Alors u(ge) = 1) et finga=|1| A0 =1 ]. Ainsi
0 1 0 1 0 -1
0 0
[f1,92,u(g2)] =([ 1 |, |{1]=0-0+1-1+(-1)-0=1
-1 0
1
Donc sin @ > 0. Ainsi, u est la rotation d’axe orienté par | 1 | et d’angle 6 = —l—%ﬂ.
1
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Chapitre IV

Formes quadratiques

Dans tout ce chapitre, F est un R-espace vectoriel de dimension finie n > 0.

IV.1 Définition et écriture des formes quadratiques

Au premier chapitre, on a étudié la notion de forme bilinéaire ¢ : £ x E — R et on a vu qu’étant donnée

une base £ = (ey,...,e,) de E, on pouvait définir la matrice de ¢ dans & par
pler,er) -+ pler,en)
Mate (¢) = : :
olen,e1) -+ plen,en)

Certaines propriétés peuvent alors se lire sur la matrice :

— ¢ est symétrique (i.e. Yo,y € E, ¢(x,y) = ¢(y,x)) si la matrice de ¢ dans n’importe quelle base est
symétrique.

— ¢ est un produit scalaire si la matrice de ¢ dans n’importe quelle base est dans S;"(R).

On a vu qu’on pouvait lire le fait qu’une application R™ x R™ — R est une forme bilinéaire ou non par
sa formule, et que les produits scalaires partageaient de nombreuses identités remarquables en commun avec
les polynémes de degré 2. On aimerait donc avoir un bon cadre pour étudier les polynémes de degré 2 lorsque
ceux-ci sont en plusieurs indéterminées.

Dans ce chapitre, on va alors s’intéresser a des formes bilinéaires symétriques mais qui ne seront pas
nécessairement définies positives. L’idée générale sera alors qu’au lieu, ou en plus de munir £ d’un produit
scalaire, on pourra le munir d’une forme bilinéaire symétrique et travailler dans cet espace, qu’on pourra appeler
« espace quadratique ».

IV.1l.a Définition

Définition IV.1.1. Une application @ : E — R est une forme quadratique sur E s’il existe une application
bilinéaire symétrique ¢ : £ x E — R telle que

Vo € B, Q@) = ¢(z,2).
On dira alors que @ est la forme quadratique de .

Notation IV.1.2. On notera alors Q(F) 'ensemble des formes quadratiques sur E.

Ezemple IV.1.3. Soit E = R? muni du produit scalaire canonique et de la base canonique €. Si ¢ est la forme

), on peut définir une forme quadratique @) sur

e et . . 1 2
bilinéaire symétrique qui a pour matrice A = Matg(¢) = (2 3

R? en posant

Qz,y) =¢((z,y), (z,y)) = (z y)A (g) = 2” + 2y + 2yz + 3y® = 2° + dzy + 3y

On observe que @ est un polynéme en les variables x et y dont tous les monoémes sont de degré total 2.

Exercice 34. Montrer que Q(FE) est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des fonctions E — R.
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Remarque IV.1.4. Les formes quadratiques qui ne sont pas des produits scalaires sont parfois utiles en physique.
En relativité restreinte, le cone de lumiére consiste a s’intéresser a ’espace-temps définit par Q(z,y, z,t) = 0
avec Q(z,y, 2,t) = 22 + y% + 22 — %2 ol ¢ est la vitesse de la lumiére dans le vide.
En mécanique du solide, on est amené a s’intéressé a l'ellipsoide d’inertie qui correspond a I’équation
Q(x,y,2) =1 ot Q est une forme quadratique de R3.

IV.1.b Forme polaire

Proposition-définition IV.1.5. Si @ est une forme quadratique sur FE, alors la forme bilinéaire symétrique
@ telle que Vo € E, Q(z) = p(x,x) est uniquement déterminée par Q. Elle est donnée par les formules de
polarisation suivantes :

Vey € B, oley) = 5 (Q +y) - Q) - Q) = 1 (Qw +y) - Qw — )

On appelle alors ¢ la forme polaire de Q.
On peut retenir ces formules en essayant d’écrire le produit xy a partir d’identités remarquables usuelles :

1 1

ry =5 (@+y)?’ =2 =y") = (@ +)° = (= -v))

Démonstration. Soit @@ une forme quadratique sur F et ¢ une forme bilinéaire symétrique vérifiant
Vo € B, Q(z) = ¢(z,z)

Siz,y € E, alors on a

Qz+y)=v(E+yz+y) = vl )+ oy + ey, z)+eY,y)
= p(z, ) + 2¢0(z,y) + »(y,y)
= Q(z) + Q(y) + 2p(z,y)

Qz+y) - Q) - QWw))-

Donc nécessairement o(z,y) =

/N

Par un calcul similaire, on a§
Qlz —y) = Qz) + Qy) — 2¢(x,y)
Donc
Qlr+y) - Qz—y) = (Q(w) +Q(y) + 2¢(z, y)) - (Q(x) + Q) — ¢(z, y)) = dp(z,y)

Ce qui donne la seconde formule de polarisation. O

On a donc une bijection entre les formes quadratiques sur F et les formes bilinéaires symétriques sur E, qui
est en fait un isomorphisme d’espaces vectoriels

Q(E) A Sym(FE)
Q = (@)= HQE+y) - Qk) - QW)
(a: — o(x, x)) i ®

IV.1.c Matrice d’une forme quadratique

Définition I'V.1.6 (Matrice d’une forme quadratique). Soit @) une forme quadratique sur FE et £ = (eq,...,¢e,)
une base de E. On appelle matrice de @ dans £ la matrice notée

pler,er) -+ plersen)
Mat(Q, &) = Mat(p, &) = : :

wlen,e1) - w(en,en)
Comme la forme polaire est uniquement déterminée par @, cette matrice est donc bien définie.

Proposition IV.1.7 (Changement de base). Soient £ et £ deux bases de E et Q une forme quadratique sur
E. Si P est la matrice de passage de £ a &', alors

Mat(Q, &) = 'P Mat(Q, E) P

Démonstration. C’est immédiat car on I'a déja fait, en général, pour la matrice d’une forme bilinéaire. O
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IV.1.d Ecriture polynomiale

Soit @ : E — R une forme quadratique de E de forme polaire o : B X E — R.

Soit & = (e1,...,e,) une base de E et notons A = Mat(Q, & = (am—) la matrice de @ dans la base

1<i,5<n

n
E.Siz= E x;e;, alors
i=1

n n

Qlx)=1¢ inei,z%ej Zlenga ei, €;) ZZaUx Zj

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
On a donc écrit () comme un polyndéme en les coordonnées x; de x.
On remarque que :
— chaque terme du polynéme a exactement deux facteurs en x; et un coefficient réel ;
— le terme a; jz;z; est égal au terme a;;2;x; car la matrice A est symétrique;
— le terme a; ;x;x; se rééerit a; jx;x; = o(ei,e)r? = Q(e;)x?.

Donc on peut écrire plus simplement

Q) =Y Qe+ Y. 2a,w,
=1

1<i<j<n

et on 'appelle ’écriture polynomiale de @ dans la base £.

On remarque alors que chaque terme de ce polyndéme en n indéterminées est un monéme en les x; de degré
exactement 2. On dit qu’il s’agit d’un polyndéme homogéne de degré 2 pour dire que tous ses monoémes ont le
méme degré 2.

Réciproquement, si on se donne un polynéme homogene de degré 2, disons
P(zy,...,x E alw + E Bi i,
1<i<j<n

alors on peut lui associer une forme quadratique de forme polaire ¢ et de matrice A par identification des
coefficients, en posant :

ai; = Vi<i<n
2ai,j:6w V1§Z<j<n
Qi = Qj; V1<]<Z<

On fera notamment attention au fait que a; ; = a;; = 3 3; ; alors que a; ; = o;.

)

Fait IV.1.8. Par le choix d’une base € de E, on a une correspondance bijective entre les polynomes homogénes
de degré 2 en n indéterminées et les formes quadratiques sur E.

Exemple IV.1.9. (1) Soit Q1 : R? — R donnée par Qi (z,y) = 22 — 3. Tous ses mondmes sont de degré 2 donc

c’est une forme quadratique. Dans la base canonique, les coefficients de sa forme polaire sont a1 ;1 =1, ag 2 = —1
. 1 0
et a1 2 = a1 = 0. Donc la matrice de Q; est A; = (O _1).

(2) Soit Q5 : R? — R donnée par Qo(z,y) = 2% + 3y + 4xy. Tous ses mondmes sont de degré 2 donc c’est
une forme quadratique. Dans la base canonique, les coefficients de sa forme polaire sont a1; = 1, ag2 = 3
1 2

9 3). On retrouve bien la forme polaire de

et a1p = az1 = % = 2. Donc la matrice de Q2 est Ay = (

I’exemple IV.1.3.
(3) Soit Q3 : R? — R donnée par Q3(z,y,2) = 2 — y? + xz. Tous ses mondmes sont de degré 2 donc c’est

1 0 3

2

une forme quadratique. Dans la base canonique, la matrice de Q3 est alors A3 = [0 —1 0
1

0 0

2

(4) Soit Q4 : R? — R donnée par Qu(z,y,2) = 22 + y? + 22 — xyz. Bien qu’il y ait une symétrie en z,y, 2

on remarque que le monéme —zyz est de degré 3 donc ()4 n’est pas une forme quadratique. Ca n’aura donc
aucun sens de parler de sa matrice ou de sa forme polaire.
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1V.2 Orthogonalite et bases orthogonales

Comme pour les produits scalaires, on va pouvoir définir une notion d’orthogonalité des formes quadratiques.
A nouveau, l'orthogonalité dépendra de la forme quadratique choisie.
IV.2.a Orthogonalité

Définition IV.2.1. Soit @) une forme quadratique et ¢ sa forme polaire.

(1) Deux vecteurs z,y € F sont dits Q-orthogonauz (ou g-orthogonaux) si p(z,y) = 0.
(2) Deux parties A, B C FE sont dites Q-orthogonales (ou ¢-orthogonames) si

Va € A, Vb € B, ¢(a,b) =0.

On dispose ainsi d’une nouvelle notion d’orthogonalité pour une forme bilinéaire symétrique ¢, qui étend la
notion d’orthogonalité pour les produit scalaires. Cependant, des phénomeénes nouveaux peuvent apparaitre.

Ezemple IV.2.2. Soit ¢ la forme bilinéaire symétrique sur R? qui a pour matrice dans la base canonique
e 0 1

—\1 0)°

Si on calcule

pler,e2) = (1 0) ((1) (1)) (2):(1 0) <(1)):1+0=1,

alors on constate que les deux vecteurs de la base canonique (e1, e3) ne sont pas g-orthogonaux.
Plus surprenant, si on calcule

lersen) = (1 o)<§’ é) (é):(l 0)((1)>zl><0+0><1:0,

on observe que le vecteur e; est p-orthogonal a lui-méme, ce qui n’était pas possible pour un produit scalaire.
On ne peut donc pas définir une notion de « norme » associée a une forme quadratique.
De méme, le calcul donne que p(eq, e2) = 0 donc eq est aussi p-orthogonal & lui-méme. Mais, méme si (e, e2)
est une base de R?, cela ne veut pas dire que tous les vecteurs sont (p-orthogonaux & eux-mémes. Par exemple

oler +ea,e1 +ea) = pler,er) +2p(er,ea) + plea,en) =04+ 2x 140 =2

Donc le vecteur e; + es n’est pas g-orthogonal & lui-méme.
On sera donc tres prudent sur la notion de p-orthogonalité lorsque ¢ n’est pas un produit scalaire.

Comme pour les produits scalaires, on peut définir la notion d’orthogonal d’une partie.

Définition IV.2.3. Soit @) une forme quadratique de forme polaire . Soit A C F une partie non vide. On
appelle Q-orthogonal de A (ou p-orthogonal de A) I’ensemble noté

A°={x e E|Va€A, o(x,a)=0}.

Attention, méme si ¢a n’apparait pas clairement dans la notation, I’espace A° dépend a la fois de A et de

Q.
Proposition IV.2.4. Avec les notations précédentes, A° est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. On a Va € A, ¢(a,0) =0 donc 0 € A°.
De plus, si z,y € A° et A € R, alors on a

Va € A, p(z+ Ay, a) = o(x,a) + Ap(y,a) =0+ A x 0=0.
Donc x + Ay € A°. Donc A° est un sous-espace vectoriel de E. O

Définition IV.2.5. Soit @ une forme quadratique de forme polaire ¢. On appelle noyau de @ (ou de ¢) le
Q-orthogonal de E, c’est-a-dire le sous-espace vectoriel

E°={ye E|VzeE, p(z,y) =0}
formé des vecteurs y € E qui sont p-orthogonaux pour tous les éléments de E.

Le noyau d’une forme quadratique est donc un sous-espace vectoriel de F, cependant, ce n’est pas en général
I'ensemble Q~1({0}) des éléments x tels que Q(z) = 0.
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Exemple 1V.2.6. Reprenons I'exemple précédent avec @) la forme quadratique de forme polaire ¢ ayant pour

i 1 . < s
matrice A = <(1) 0) dans la base canonique, c’est-a-dire que

o((z,9), (u,v)) = (z y) (? (1)) (Zf) =(z y) (Z) = av+yu

On a donc Q(z,y) = 2xy.
On observe que

Q7' ({0}) = {(z,y) € R* | 22y = 0}
={(z,y) €R?* |z =0o0uy=0}
={(@,0) [z eR}U{(0,y) [y € R}
= Vect ((1,0)) U Vect ((0,1))

est la réunion des deux droites de ’axe des abscisses et de ’axe des ordonnées.

Si, maintenant, on calcule E°, alors on cherche ’ensemble des (z,y) € R? tels que quel que soit (u,v) € R?, on
a Lp((x, y), (u, v)) = 0. Considérons un tel vecteur (z,y). En prenant (u,v) = (y, z), on obtient @((m, Y), (y, a:)) =
2% 4+ y2. Comme <p((x, y), (u, U)) =0, on adoncz=0ety=0.Ainsi (0,0) est le seul vecteur de R? qui vérifie
©((z,y), (u,v)) = 0 pour tout (u,v) € R? Par conséquent E° = {(0,0)} € Q~'({0}). Le noyau de @ n’est donc
pas l'ensemble des vecteurs sur lesquels @ s’annule dans cet exemple.

Exercice 35. Soit @ une forme quadratique sur E Montrer que si v € E? est dans le noyau de @, alors on a
Q(v) =0.

L’exemple précédent montre que la réciproque est fausse!

Remarque IV.2.7. Lorsque 9 est un produit scalaire, on a vu que si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors
E = F ® F*. Cela permettait d’écrire

dim Ft = dim E — dim F

Ici, pour une forme bilinéaire symétrique, on n’a plus de tel résultat en général. En effet, lorsque E° # 0,
pour n’importe quel sous-espace vectoriel F', on aura toujours E° C F° par définition. En particulier, si on
prend F'= E° on a FNF° = FE°#0. Ici, en général,

dim F° # dim F — dim F'
Par exemple, pour F' = F, on a, en général
dimE° #dimFE —dimE =0
De méme, pour F' = E° on a, (E°)° = F donc, en général

n = dim(E°)° # dim E — dim E°

IV.2.b Rang d’une forme quadratique et non-dégénérescence

Il semble donc utile de s’intéresser au cas ou E° = 0.

Définition IV.2.8. Une forme quadratique @ est dite non dégénérée si E° = {0} et dégénérée sinon.
On appelle rang de Q) le nombre entier noté

rg(Q) = dim E — dim E°.

Ezemple TV.2.9. Si ¢ est un produit scalaire sur E et @ est la forme quadratique de ¢, alors aucun vecteur
n’est p-orthogonal & lui-méme. Donc, nécessairement, E° = {0}.

Exercice 36. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique positive sur E. Montrer que ¢ est un produit scalaire si,
et seulement si, la forme quadratique associée a @) est non-dégénérée.

On dispose de critéres matriciels pour déterminer le noyau, le rang et la (non-)dégénérescence de Q.
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Proposition IV.2.10. Soit Q une forme quadratique sur E de forme polaire p. Soit £ une base de E et
A =Mat(Q, &) la matrice de Q dans la base E. Alors

(1) le noyau de Q est E° = ker A ;
(2) le rang de Q est rg(Q) =rg(A) ;
(3) Q est non-dégénérée si, et seulement si, det(A) # 0.

Démonstration. Soit z,y € E et X,Y leurs matrices respectives dans la base £. On a p(x,y) = X AY. Donc

ye E° eV c E, p(z,y) =0
S VX € Mui(R), IXAY =0
< AY =0

car cela signifie que pour le produit scalaire canonique AY € E+ = {0}. Ainsi y € E° < Y € ker A.
On a donc
rg(Q) = dim E — dimker A = rg(A)

Et, enfin, Q est non-dégénérée si, et seulement si, ker A = 0, c’est-a-dire si, et seulement si, A est inversible.
O

IV.2.c Bases orthogonales

Définition IV.2.11. Soit @ une forme quadratique sur E de forme polaire ¢. Soit F = (f1,. .., fq) une famille
de d vecteurs de E. On dit que F est

— Q-orthogonale siV1 <i < j<d, ¢(fi,fj) =0,

Vi<i<ji<d, o(fi,f;)=0

— @Q-orthonormée si =
V1<i<d, o(fi, fi) = 1.

Fait IV.2.12. Soit Q une forme quadratique sur E. Une base £ de E est Q-orthogonale (resp. Q-orthonormée)
si, et seulement si, Mat(Q, &) est une matrice diagonale (resp. est la matrice I,,).

Théoréme IV.2.13. Si Q est une forme quadratique sur E, alors il existe une base € de E qui est Q-
orthogonale.

Démonstration. Soit F une base quelconque de E. Alors A = Mat(Q, F) est une matrice symétrique réelle.
D’apres le théoreme spectral matriciel, il existe donc une matrice diagonale D et une matrice orthogonale
P € 0,(R) telles que D = ‘PAP. Considérons alors la base £ de telle sorte que P est la matrice de passage de
F a &. On en déduit alors que Mat(Q,E) = D donc £ est une base Q-orthogonale. O

Remarque IV.2.14. On a en fait démontré un peu mieux. Supposons que F est un espace euclidien muni d’un
produit scalaire . Supposons que la base F choisie dans la preuve précédente est une base t-orthonormée.
Alors, comme la matrice de passage de F a & est orthogonale, cela nous dit que £ est une base 1-orthonormée
de F qui est aussi ¢-orthogonal.

C’est ce qu’on appelle une orthogonalisation simultanée d’une forme bilinéaire symétrique ¢ par rapport a
une forme bilinéaire symétrique définie positive 9.
Remarque 1V.2.15. Pour un produit scalaire 1, on a vu par le procédé de Gram-Schmidt, qu’il est toujours
possible de trouver une base -orthonormée. Ce n’est plus le cas en général pour une forme quadratique.

. o 1es . . 0 1
Par exemple, la forme quadratique Q(x,y) = 2xy sur R? étudiée précédemment, de matrice A = (1 0)

dans la base canonique, n’admet aucune base Q-orthonormée.
En effet, supposons par I'absurde que F est une base Q-orthonormée. Cela signifie que Mat(Q, F) = I>. Soit
P la matrice de passage de la base canonique £ vers F. On a alors

Ib = 'PMat(Q,€)P = P (2 é)

Mézalor
1 = det(Iy) = det(*P) det(A) det(P) = — det(P)?

Donc det(P)? = —1, ce qui est absurde.
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IV.2.d Isotropie

Concluons cette étude de I'orthogonalité en nous intéressant au cas des vecteurs qui sont QQ-orthogonaux a
eux-mémes.

Définition IV.2.16. Soit ) une forme quadratique sur E. On dit que z € E est un vecteur isotrope pour () si
Q) = 0.

On appelle cone isotrope, I'ensemble noté C(Q) = Q~1({0}) constitué des vecteurs de E qui sont Q-isotropes.

Fait IV.2.17. Un vecteur x € E est Q-isotrope si, et seulement si, x est Q-orthogonal a lui-méme, c’est-a-dire
que si @ désigne la forme polaire de @, alors o(x,z) = 0.

Le cone isotrope d’une forme quadratique est un « cone » de E au sens ou il vérifie la propriété suivante :
Proposition IV.2.18. Soit Q une forme quadratique sur E. Alors
Vee E, VAeR, z € C(Q) = \x € C(Q).

Démonstration. Soit z € C(Q) et A € R, alors Q(\z) = p(A\z, A\z) = N2p(x,z) = A\2Q(x). Donc, si Q(z) = 0,
alors Q(A\z) = 0. O

IV.3 Classification des formes quadratiques réelles

Soit @ une forme quadratique sur E. On a vu qu’il n’existait pas toujours de base orthonormée pour @
mais qu’il existait toujours des bases orthogonales. Il semble donc que dans certaines bases, la matrice de @
soit plus simple que dans d’autres. On se demande alors qu’est-ce qui est intrinsequement caractérisé par @,
indépendamment de sa matrice.

Ezemple 1V.3.1. Soit Q(z,y) = 2% + 4wy + y? la forme quadratique de matrice A = (; ?) dans la base
canonique.
Si on choisit f; = (3,0) et fo = (—=2,1). On considére alors la matrice de passage P = (g _12) de la base

canonique vers la base (f1, f2) (qui est bien une base car échelonnée et génératrice de R?).
On sait alors que, dans cette nouvelle base, la matrice de @) est

CEae e
-0 )6 )
-0 %)

On voit que dans cette nouvelle base, la matrice de Q est plus simple et que Q s’écrit Q(af1+8f2) = 3a2—3532,
ce qui est une formule plus courte.

Cependant, on observe également que det(A4) = —3 # det(B) = —9. De méme Tr(A) = 2 # Tr(B) = 0.

Le déterminant et la trace d’une forme quadratique n’ont donc pas de sens car cette quantité dépend de la
base choisie. On dit que ce ne sont pas des « invariants » de Q.

Mais alors, qu’est-ce qui dépend de Q7
Proposition-définition IV.3.2. Soit @ une forme quadratique sur E. On appelle discriminant de @ le signe

du déterminant de la matrice de () dans une base B de E. Ce signe ne dépend pas de la base B choisie.

Démonstration. Si A et B = 'PAP sont les matrices de @ dans deux bases de E et P la matrice de passage
entre ces bases, alors on a

det(B) = det(*P) det(A) det(P) = det(P)?det(A).
Donc det(A) et det(B) sont de méme signe. O

On observe que la forme quadratique d’un produit scalaire est de discriminant positif. Mais cela ne suffit pas
pour que la forme polaire d’une forme quadratique soit un produit scalaire. Par exemple, dans R?, la matrice —I
est de déterminant positif mais sa forme bilinéaire symétrique associée n’est pas un produit scalaire puisqu’elle
est définie négative.

On va donc chercher une donnée qui ne dépend que de @) et pas du choix de la base, mais qui soit plus riche
que le discriminant et permettra de récupérer de nombreuses informations sur Q.
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IV.3.a Loi d’inertie de Sylvester
Définition IV.3.3. Soit () une forme quadratique sur E. On dit que Q est

— positive si Vv € E, Q(v) = 0;

— définie positive si Vv € E \ {0}, Q(v) > 0;

— négative si Vv € E, Q(v) <0;

— définie négative si Vv € E\ {0}, Q(v) <0;

Exercice 37. Si @) est définie positive ou définie négative, alors ) est non-dégénérée.
Indication : Comparer le noyau de Q et le cone isotrope de Q.

Théoréme IV.3.4 (Loi d’inertie de Sylvester). Soit Q une forme quadratique sur E. Alors

(1) Il existe un couple d’entiers naturels (s,t) vérifiant s +t < n et une base (f1,..., fn) de E telle que
s s+t
Q(x1f1+"'+xnfn)zzxi_ Z Ly
i=1 j=s+1

(2) Un tel couple (s,t) ne dépend pas de la base (f1,..., fn) de E ainsi choisie. Plus précisément

s = max {dim(F) | ' est un sous-espace vectoriel de E tel que Q|p est définie positive.}

t = max {dim(F) | ' est un sous-espace vectoriel de E tel que Q|p est définie négative.}

De plus, si (s,t) est un couple d’entiers naturels vérifiant s +t < n, alors il existe une forme quadratique Q
associée a un tel couple.

Remarque IV.3.5. Dire que @ est de signature (s, t) signifie donc qu’il existe une certaine base Bde E qui permet
d’écrire @) sous la forme diagonale :

L] o |0
Mat(Q,B)= | 0 | =1, | 0 | =diag(1,...,1,—1,...,~1,0,...,0)
0 0 0 s fois t fois

L’indépendance de s et t signifie que dés qu'une base permet d’écrire () sous cette forme, alors les valeurs de s
et t sont entierement déterminées.

Définition IV.3.6. Le couple (s,t) du théoréme précédent s’appelle la signature de Q.

Exemple 1V.3.7. La forme quadratique Q(x,y,z2,t) = 22 + y? + 22 — c*t? est de signature (3,1) et de rang
r=s+t=4.

Démonstration. Pour (1), on sait déja que @ admet une base & = (ey,...,e,) qui est Q-orthogonale. Ainsi,
lorsqu’on écrit () dans cette base, on a

Q(zre1 + -4 Tpen) = Mz + - 4+ N2,

Quitte a changer l'ordre des e;, on peut supposer que les \; sont rangés de telle sorte que Ai,...,As sont
strictement positifs, Asy1,..., Asy¢ sont strictement négatifs, et Asy¢41,..., A, sont nuls.

Posons alors f; = ﬁ pour tout 1 <i<s+tet fy =e; pour s+t + 1< i< n. Dans la base des f;, on a

alors
1 Ts4t 2 2 2 2
x ++xnn = —e +...+765 +xs €s ++1’nen :x+...+1’sfxs 7...71'3 .
Q (r1f1 fn) =Q (\/W 1 NGO +t Ft41Cstitl ) 1 +1 Tt
Dans la base F = (f1,..., fn), on a alors
I, 0 |0
Matz(Q) = 0|-I;0
0] 0 |0

On en déduit alors que le noyau de @ est E® = Vect(fsyt11,.--, fn). Notons également E+ = Vect(fy,..., fs) et
E~ = Vect(fsi1,..., fsit). Par construction & partir de la base F, on a immédiatement que £ = ET & E~ ® E°.
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Notons
s’ = max {dim(F) | F est un sous-espace vectoriel de E tel que Q|p est définie positive.}

et
t = max {dim(F ) | F est un sous-espace vectoriel de E tel que Q| est définie négative.}

Par lecture sur la matrice de @ on constate que Qg+ est définie positive et que Q|- est définie négative. Donc
/ /
s'>=sett >t
Réciproquement, soit F' un sous-espace vectoriel de £ tel que Q| est définie positive. Siz € FN(E~ ® EY),
qu’on écrit x =y + z avec y € E~ et z € E°. Alors

Q(z) = Qy+2) =y, y) +20(y,2) +p(2,2) =Q(y) +0+0<0

car z € E°. Mais comme x € F et Q est définie positive sur F', on a également Q(x) > 0 avec égalité si et
seulement si & = 0. On est donc dans le cas d’égalité.
Ainsi F N (E~ @ E°) = {0} Donc

dim(F) < dimFE — (dmE~- @ E%) =n—(t+(n—s—1t)) =s.

Ainsi s’ < s.

Par double inégalité, on a donc s’ = s. Par un raisonnement analogue, on peut montrer que t' = ¢, ce qui
démontre (2).

Enfin, si (s,t) est un couple d’entiers tels que s+t < n, alors la forme quadratique

Q(xlyuwﬁfn):93%+"'+953_553+1_"'_$3+t

a bien pour signature (s,t) par lecture sur la base canonique. O]

Fait IV.3.8. Si Q) est une forme quadratique sur E de signature (s,t) alors le rang de Q est rg(Q) = s + t.

Le théoréme de Sylvester nous permet de distinguer les formes quadratiques suivant leur signature, qui ne
dépend pas de la base choisie. Mais, lorsque @ est une forme quadratique sur E, comment choisir une base F
dans laquelle la matrice de @ est diagonale et de coefficients diagonaux dans {—1,0,1} 7

Supposons qu’on ait trouvé une telle base F = (f1,..., fn) de E. Alors on sait qu’on peut écrire
s s+t
Qifi+ - +anfa) =Y ai— Y a3
i=1 j=s+1
Mais supposons qu’on souhaite écrire () dans une autre base £ = (eq,...,e,) qui serait, par exemple, la base

canonique de E = R2. En écrivant la base £ dans la base F sous la forme

n
ey = E Ao fe,
=1

avec A ¢ des coefficients dans R, on a alors

n n
Q($1€1 + - +$n€n> = Q(ZwkZ/\k,éfe)
k=1 ¢=1
——
=€
n n
= Q( > (Z Ak,ﬂk) fe)
=1 \k=1
s n 2 s+t n 2
> (Lwn) - 3 (Svm)
i=1 \k=1 j=s+1 \k=1
On voit donc que les polyndmes en n-variables Py(z1, ..., z,) = (3 p_; Mk,e®x) homogenes de degré 1 occupent
une place clé dans cette écriture. On va donc chercher & construire la base F a partir d’une écriture de @ dans
la base £ sous la forme de tels polynémes Py, en déduisant F des Py(x1,...,x,).
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IV.3.b Interlude : formes linéaires et bases antéduales

On rappelle que

Définition IV.3.9. Si E est un espace vectoriel, on appelle forme linéaire sur E une application linéaire
p: E—R

Le mot « forme » peut étre retenu comme « a valeurs dans R ».

Définition IV.3.10. On appelle espace dual de E et on note E* I'ensemble des formes linéaires sur E. C’est
un sous-espace vectoriel des fonctions E — R.

Fait IV.3.11. Si E est de dimension finie, alors E* est de méme dimension que E.
Remarque 1V.3.12. Attention! Il peut y avoir des difficultés en dimension infinie.

Démonstration. Soit € une base de E de dimension n, alors E* = L(E,R) s’identifie & I'espace vectoriel des
matrices lignes M, dans la base F, donc est de dimension n. O

Proposition-définition IV.3.13 (Rappel : base duale). Soit (eq,...,e,) une base de E. Alors il existe une
unique famille (1, ..., ®,) de formes linéaires sur E telle que

1 siie i
VI<ij<n soi(ej)={ S

0 sinon.
La famille (¢1,...,¢n) est alors une base de E* et on 'appelle la base duale de la base (e, ..., ey).

Proposition-définition I'V.3.14 (base duale). Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie. Si (o1, ..., ¢n)

est une base de E*, alors il existe une unique famille (eq,...,e,) de F telle que
. 1 sit=yp,
VIS j<n gile) = .
0  sinon.
La famille (eq,...,e,) est alors une base de E et on I'appelle la base antéduale de la base (¢1,...,¢n)-
Démonstration. Soit (1, ..., p,) une base de E*. On considére Papplication
v: E — R™

r (wl(x)v"'ﬂpn(x))

Comme les ; sont linéaires, W est une application linéaire. Montrons que V¥ est bijective.
Supposons par I'absurde qu'’il existe = € ker ¥ ~ {0}. Comme z # 0, on peut compléter la famille libre (x)

en une base (f1,..., fn) telle que © = fi. Sur cette base, on peut définir la forme linéaire ¢ : E — R telle que
1 sii=1
o(fi) = 0 s . Comme (1, ...,p,) est une base de E*, il existe donc des réels ay, ..., a, tels que
sinon.

¢:a1@1+"'+an@n
Mais ¥(z) = (¢1(),...,¢n(z)) =0 dans R donc ¢ (z) = -+ = ¢, () = 0. Ainsi

px)=0+---4+0=0

Ce qui contredit p(z) = ¢(f1) = 1. Donc ¥ est injective. Comme ¥ est injective entre espaces de méme
dimension, elle est bijective.
Notons alors (E4, ..., E,) la base canonique de R™. Alors la base (e, ...,e,) donnée par e; = U~1(E;) est

une base de E' comme image par un isomorphisme d’espaces vectoriels. De plus, pour tout 1 < j < n, on a

\I/((ij) = Ej = (O,...,O,l,O...,O) = ((pl(ej),...,gon(ej))

Donc pour tout 1 < i< n,on a

0 sinon.

1 sii=j,
<pi(ej){
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IV.3.c Procédé d’orthogonalisation de Gauss

Proposition IV.3.15. Soient (¢1,...,¢,) une famille libre de formes linéaires sur E et aq,...,a, € R des
nombres réels. Alors l'application

Q: FEF — R
r = arer(@)? 4 arpn(x)?

est une forme quadratique sur E de signature (s,t) avec
s=Card{i € [1,r] | a; >0} et sT = Card {j € [1,r] | o; < 0}.
Démonstration. Dans le cas particulier ot r = 1, on voit que
Qr +y) —Qz) — Qy) = arpi(z +y)* — a1 (2)? — v (xy)®
= a1 (¢(@)? + 201 (@1 ) + 1) — 1(2) — 21(v)?)
= 20101 ()1 (y)

Dans le cas général, par linéarité, on observe donc que la forme polaire de @ est

Phi(z,y) Zakg@k (v)
qui est bilinéaire donc () est bien une forme quadratique de forme polaire ®.
Complétons alors la famille libre (¢1,...,¢,) en une base F = (¢1,...,¢,) de E* et considérons sa base
antéduale (f1,..., fn). Dans cette base, on a

i sii=j,
Phi(fi, ;) Zak%@kfz%@kf] Zakmé,k—{o L

=1 S1non.

Donc
Mat(Q, F) = Mat(®, F) = diag(aq, ..., 0,...,0).

Ainsi, quitte a changer chaque fj en

L_ Jorsque ay, # 0, on voit que Q est bien de signature (s,¢) en comptant
vV ek

le nombre de «y, de chaque signe. O

Théoréme IV.3.16 (Théoréme de réduction de Gauss). Soit Q une forme quadratique sur E. Alors il existe
une base F qui est Q-orthogonale.

La preuve de ce théoréme va également donner un algorithme que nous pourrons appliquer en pratique.

Démonstration. Soit (eq,...,e,) une base quelconque E.
On a vu précédemment qu’on peut identifier les formes linéaires sur £ aux polynémes homogenes de degré
1 en n variables et les formes quadratiques aux polynémes homogenes de degré 2.

Il suffit de montrer que tout polynéome homogene @@ de degré 2 en n variables Xq,..., X, s’écrit sous la
forme
n
Q=> alLj, (IV.1)
i=1
ou Lqi,---,L, sont des polynémes homogenes de degré 1 en Xi,---,X, linéairement indépendants et
a1, -0, € R En effet, si cette assertion est vraie, alors les formes linéaires ¢; associées aux polyndmes
L; forment une base de E*, et il suffit de considérer la base F = (f1,- -, f) antéduale de la base (p1, ..., pn).
On a alors "
2) =Y ()
i=1
ou x est de coordonnées (z,--- ,z),) dans F par construction. On en déduit immédiatement que F est ortho-

gonale pour Q.

Nous allons donc démontrer le théoreme de Gauss pour les polynémes homogenes de degré 2 en n variables
par récurrence sur n.

Sin =0 ou 1, c’est immédiat. Supposons maintenant que le théoréme est vrai jusqu’au rang n — 1 avec
n > 2, nous allons le montrer pour n.

Soit @ € K[Xj,...,X,] homogene de degré 2. On lécrit sous la forme

Za1X2+2 > XX

1<i<j<n
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Premier cas : il existe ¢ tel que a; # 0.

Quitte & permuter les variables, on peut supposer que a; # 0 puis méme que a; = 1 (car si Q/ay vérifie
(IV.1), @ également en multipliant les coefficients \; par aq).

On peut alors écrire

Q:X12+2X12(IJXJ+2 Z CLZ'inXj
j=2 2<i<j<n

Q=X?+2X,L+Q
avec L et Q1 des formes respectivement linéaire et quadratique en n — 1 variables Xs, ..., X,,. On écrit alors
Q= (X1 +L)*+ (@1 — L),

et on choisit alpha, = 1, L; = x; + L. Par hypotheése de récurrence, comme @ — L? est une forme quadratique
en n — 1 variables Xo,..., X,, on a

Ql_L2 :zn:aiLzzv
=2

et il ne reste plus qu’a montrer que Lq,--- , L, sont bien linéairement indépendantes. Les formes Lo, --- , L, le
sont par construction, mais elles s’annulent toutes en (1,0, --- ,0) alors que L1 non. On a donc bien 'indépen-
dance linéaire.

Deuxiéme cas : pour tout 4, on a a; = 0.
A moins que @ soit nulle (cas immédiatement résolu), on peut supposer quitte & permuter les variables et
normaliser que aq,2 = tfracl2. Ceci permet d’écrire (suivant les mémes idées qu’auparavant)

Q =212z + o1 LY + 220 + Q'

avec L, L', Q' respectivement linéaire, linéaire et quadratique, qui dépendent seulement des variables X3, ..., X,,.
On peut réécrire ceci

Q= (w1 + L) (@2 + L) + (@1 = LILE)
1
:Z(L%*Lg)JFQz

avec

Li=ax1+2+ LW +LO® Ly=z -2y - LY+ 1O Qy=0Q, - LWL?.

Par hypothese de récurrence, on peut écrire

n

2

Q2 = E aiLia
=3

avec Lg, -+ , L, linéaires en X3,..., X, et linéairement indépendantes. En insérant cette formule dans I’expres-
sion ci-dessus, on obtient (IV.1) pour Q. Pour I'indépendance linéaire, on observe que Ls, - , L,, engendrent
en fait toutes les formes linéaires en x3,--- ,x,, en particulier les formes X3,..., X,,. En conséquence, vu les

définitions de Ly et Lo, les formes linéaires Lq,--- , L, engendrent X; + X5 et X7 — X5, donc X3, X5. Ceci
prouve que cette famille engendre les polynémes linéaires en n variables, de dimension n, donc la famille est
une base, en particulier libre. O

Ezemple 1V.3.17. Considérons la forme quadratique Q(z,vy, z,t) = 22 — 2zt + 2 + yz.
On voit que le coefficient en 22 est non nul donc on est dans le premier cas. On écrit alors @ sous la forme

Qx,y,2,t) = 2? + 2z (ay + bz + ct) + Q' 21)
= 22+ 2x(ay + bz +ct) + (ay+bz+ct)2 - (ay+bz+ct)2 + Q'(y,z,t)
(z+ (ay+bz+ct))2 - (ay+bz+ct)2 + Q' (y,2,1).

Ici, on prend a = 0,b = 0,c = —1 et Q'(y, z,t) = (12 + yz). Ainsi
Qz,y,2,t) = (x —t)> =2 + * + yz = (z + 1)* + y2.
On a alors une nouvelle forme quadratique en trois variables @(y, z,t) = yz telle que
Qz.y,2,t) = (@ — 1) + Q(y, 2, t).
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On va appliquer & nouveau notre algorithme a Q(y, z,¢) = yz. Ici on voit qu’il n’y a aucun terme au carré,
on est donc dans le deuxieme cas. On écrit ainsi

Qy, z,t) = (2 — c;t)(y —bt) ) + 2(bt) +ylat) + Q"(1)
= HE-a)+y-bt)" —1((z—at)—(y—0bt))" + =z(bt)+ylat) + Q"(t)

Ici, on prend a = b =0 et Q”(t) = 0. Donc

Qly, z,t) = i(y +2)% - i(y —2)*.

Finalement

1 1
Q(x7y7 th) = (l‘ - t)Q + Z(y + Z)Q - Z(y - Z)2 + Otz
On a donc écrit quatre formes linéaires

@1(%.%2715):33—75 wg(x,y,z,t)zy—l-z
cp;;(&y,z,t)zy—z 904($7y727t):t

qui forment une base de (R*)* (cette famille est automatiquement échelonnée donc libre par 'algorithme de
Gauss).

En comptant les signes positifs, négatifs et nuls des coefficients devant ces quatre formes linéaires, a savoir
(1, i, 7%70), on voit que @ est de signature (s,¢) = (2,1) et de rang s+t = 3.

On peut également trouver une base antéduale de (1, @2, ©3, ©4) donnée par

11
fl_(1707070) f2_(0357§70)
1 1
f3*(0a§77§70) f4*(130a071)

De cette base, on peut trouver :
— un sous-espace de dimension s = 2 sur lequel Q est définie positive ET = Vect(f1, f2);
— un sous-espace de dimension ¢ = 1 sur lequel @ est définie négative E~ = Vect(f3);

— le noyau de @, qui est E® = Vect(fy).

IV.4 Application aux coniques planes et aux quadriques (culturel)

Etant donné un polynéme en n variables, on peut s’intéresser au lieu d’annulation de ce polynéme dans R™.

Définition IV.4.1. Soit P(z1,...,2,) un polynéme en n variables. On dit que P est de degré total d si le
maximum des degrés des mondémes de P vaut d.

On appelle conique de R? le lieu d’annulation d'un polynéme P(z,y) = az? + bxy + cy? + dx + ey + f de
degré 2 en 2 variables.

On appelle quadrique de R? le lieu d’annulation d’un polynéme P(z,y, 2) = ax? + by? + c2? + dxy + exz +
fyz +gx + hy + iz + j de degré 2 en 3 variables.

Cela correspond a une écriture en base canonique de R™ pour n = 2 ou 3. Plus généralement, si on a un
espace euclidien F, on peut appeler quadrique de E un sous-ensemble de la forme

{z e B Q)+ ¢(z) +c=0}
ou @ € Q(E) est une forme quadratique sur E, p € E* est une forme linéaire sur E et ¢ € R est une constante.
Si on a une base (eg, ..., e,) de E, I'écriture Q(x)+ () +c = 0 correspond & un polynéme de degré inférieur
a2:
P(zy,...,z,) = Q(z1e1 + - + apnen) + p(zre1 + -+ + xpey) + ¢
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Motivation : Historiquement, I’étude des coniques et quadriques présente divers intéréts en physique.

Par exemple, le mouvement de deux corps célestes est solution d'une équation différentielle telle que la
courbe suivie par chacun des deux corps est une conique (e.g. le mouvement d’une planéte autour d’une étoile,
d’un astéroide autour d’une planéte, d’'une comete autour du Soleil, d’un satellite autour de la Terre, etc.)

Egalement7 certaines quadriques de 'espaces ont la particularité d’étre des « surfaces réglées », c’est-a-dire
qu’on peut recouvrir ces surfaces par des familles de droites. C’est par exemple ainsi qu’on construit de grandes
cheminées industrielles en béton (e.g. tours de refroidissement en béton d’une centrale nucléaire). Il est beaucoup
plus commode de construire une surface réglée industriellement puisque les formes a utiliser sont des segments
de droites.

La littérature étudiant les coniques est tres riche. Dans ce cours, on va se contenter seulement de distinguer
différents types de coniques, sans chercher a en identifier des éléments métriques remarquables (parametre,
excentricité) qui correspondent & certaines quantité de mouvement ou d’énergie en physique.

Moralement, en degca d’une certaine quantité d’énergie cinétique initiale, un satellite suivra une trajectoire
elliptique autour de la Terre et sera donc « en orbite » ; Au-dela d’une certaine quantité d’énergie cinétique
initiale, il suivra une trajectoire hyperbolique et s’éloignera indéfiniment ; & moins que sa trajectoire ne passe
par la Terre elle-méme dans I'un de ces deux cas.

IV.4.a Classification des coniques affines

Soit € = {(z,y) € R* | Q(z,y) + ¢(z,y) + ¢ = 0}.
Si on s’intéresse a la signature de @, il y a six situations :

(s,t) €{(2,0),(1,1),(0,2),(1,0), (0,1), (0,0)}.

Si (s,t) = (0,0), cela signifie @ = 0 et I'algebre linéaire nous assure que C est soit vide, soit une droite affine.
Sinon, dans le cas ou (s,t) = (0,2) ou (s,t) = (0, 1), on peut se ramener aux autres cas en changeant les signes
car —(@ sera de signature (2,0) ou (1,0) et

C={(z,y) eR?| = Q(x,y) — p(z,y) — c=0}.

Il n’y a donc que 3 cas a étudier pour la signature de @, qui sont (2,0), (1,1), (1,0).
Etudier C, c’est étudier la ligne de niveau —c de la fonction en 2 variables

f('ra y) = Q(x,y) + @(x’y)

Suivant la valeur de ¢, on sait que cette ligne de niveau peut étre vide ou réduite a un point. Dans ces cas 13,
on dit que C est dégénérée. On va chercher a étudier les coniques non-dégénérées.

Théoréme IV.4.2. Soit C une ellipse d’équation Q(x,y) + ¢(x,y) + ¢ = 0. On suppose que C # 0 et C #
{(x0,90)}. Alors

1. si Q est de signature (s,t) = (2,0), alors C est une ellipse;

2. st Q est de signature (s,t) = (1,1), alors C est soit une hyperbole, soit une réunion de deux droites;

3. si Q est de signature (s,t) = (1,0), alors C est soit une parabole, soit une droite, soit une réunion de
deux droites.

Démonstration. On va distinguer les cas suivant la signature de Q.

Si Q est de signature (s,t) = (2,0), alors on peut trouver une base (fi, f2) orthonormée de R? telle que
QX fi+Yfa)= %\2 + %22 On peut alors écrire (X f1 + Y fo) = —rX + —sY avec r, s € R. Donc

X2 v?
C:{Xf1+yf2|fa2+—b2 —rX —sY +c=0}
B X ra, Y sb, r?a® $*?
*{Xf1+Yf2|(E*§) +(€*§) =7 JFT*C}

On voit donc que :
o sila quantité h = r24a2 + 5241’2 — ¢ est strictement négative, C est vide;

e si h =0, alors C est le point X f1 + Y fy donné par X = % etY:%;

o si h >0, alors C est I'ensemble des points X f + Y f» ot (£, X) € R? décrit le cercle de centre (%, %)
et de rayon v/h. Ici, on a donc déformé ce cercle d’un facteur a dans la direction f; et d’un facteur b dans

la direction fa, ce qui fait de C une ellipse, comme déformation affine d’un cercle.
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Si Q est de signature (s,t) = (1,1), alors on peut trouver une base (fi, f2) orthonormée de R? telle que
QXfL+Yf)= g—; — )g—; On peut alors écrire (X f1 +Y fo) = —rX + sY avec r, s € R. Donc

X2 y?

C={Xfi+Yfs] ﬁ—bT—TX—FSY—‘rC:O}
(s eva| (S (-2

e (- DE g -

- {Xf1+Yf2 ‘ X’Y’:h}

oll on a posé

X ra Y sb X ra Y sb rea s
o ) vo(Eim Yoy

a 2 + b 2 a 2 b + 2 h 4 4
e Si h #0, alors C est une hyperbole d’asymptotes les droites X' =0et Y’ =0;

e Si h =0, alors C est la réunion des deux droites d’équations respectivement X’ =0 et Y/ = 0.

Si Q est de signature (s,t) = (1,0), alors on peut trouver une base (fi, f2) orthonormée de R? telle que
QX fL+Yf)= f—; On peut alors écrire p(X f1 + Y fo) = —rX + sY avec r, s € R. Donc

X2
C={XfH+Y/[f| GT—TX—FSY—!—c:O}
X 2 2.2
Z{Xf1+Yf2 ‘ (*—E) +SY= ra —C}
a 2 4
_ {Xf1+Yf2 ‘ (X')2+sY:h}
oll on a posé
X ra r2a®
x=(=-2) a="l-c
a2 T
« Si s # 0, alors C est une parabole ’équation ¥ = =1(X’)? + % de direction asymptotique la droite

d’équation X' =0;
e sis=0et h<0,alors C est vide;
e sis=0et h=0, alors C est la droite d’équation X' = 0;
e sis=0et h>0,alors C est la réunion des deux droites d’équation X’ = vh et X’ = —V/h.

IV.4.b Esquisse de classification des quadriques affines

Définition IV.4.3. On appelle quadrique affine le lieu d’annulation @ dans R? d’un polynéme f de degré total
2 en 3 variables, qu’on peut voir comme une fonction en 3 variables qui s’écrit sous la forme :

flz,y,2) = Q(z,y,2) + (x,y,2) + ¢

ol @ est une forme quadratique sur R?, ¢ est une forme linéaire sur R? et c € R est une constante.

On dit que Q est non-dégénérée (resp. propre) si la forme quadratique Q(z,y, z,t) = th(%, 4,%), appelée
homogénéisée de f, est une forme quadratique non-dégénérée (resp. non dégénérée et non-définie).
Fait IV.4.4. Avec les notations précédentes, notons ® la forme polaire de Q. Alors la quadrique Q a un centre
de symétrie qui est le point (x9,vo,20) € R? si, et seulement si, on a

1

Yo € Rsa (I)(’U, (xﬂay(),'zo)) = 7590(1})

Lorsque c’est le cas, on dit que Q est une quadrique a centre.
Théoréme IV.4.5. La quadrique Q est a centre si, et seulement si, () est non-dégénérée.

Démonstration. Soit ® € E** la forme linéaire donnée par v € R3 ®(z,-) € E*. Alors vy est un centre de Q
si, et seulement si, ®(vg) = £. Donc v est unique si, et seulement si, ® est injective. Ceci valant si, et seulement
si, @) est non-dégénérée. O

On distingue alors 3 familles de quadriques affines non-triviales sur A :
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les cOnes : ce sont les quadriques dont I'image contient I'unique centre (de symétrie). Il s’agit donc des cones
isotropes de formes quadratiques, & translation pres. Leur classification se raméne donc a la classification des
formes quadratiques de dimension 3.

les quadriques a centre pur : ce sont les quadriques Q@ qui admettent un centre de symétrie sans le contenir,
par exemple les spheres, les cylindres, etc. Cela revient & étudier les équations Q(x,y, z) = 1 ot Q est une forme
quadratique.

les quadriques paraboliques : ce sont les quadriques qui n’ont pas de centre.
Elles se raménent a une équation du type

z=Q'(z,y)

ol Q' est une forme quadratique en deux variables.

Leur classification se raméne & la classification de Q’.
Ezxemple IV.4.6. Sin =3, il y a alors 5 quadriques propres a transformation affine pres :
Q(z,y,z) =1 avec @ de signature (3,0) : ellipsoide;
Q(z,y,z) =1 avec @ de signature (2,1) : hyperboloide & une nappe;
Q(z,y,z) =1 avec @ de signature (1,2) : hyperboloide & deux nappes;
z =@ avec @' de signature (2,0) : paraboloide elliptique;
z =@ avec @' de signature (1,1) : paraboloide hyperbolique.
Exercice 38.[Difficile] Justifier ce résultat et dessiner les images des quadriques correspondantes. Justifier la

nomenclature.

On notera que les quadriques affines propres ne sont pas des cones. Il y a également des quadriques affines
dégénérées (cone a base elliptique, cylindre elliptique, cylindre hyperbolique, cylindre parabolique).

64



Chapitre V

Espaces hermitiens

Jusqu’a présent, on a toujours travaillé dans un R-espace vectoriel. Mais on sait que, bien souvent, il est plus
commode de résoudre les équations (linéaires, différentielles, etc.) sur C. On aimerait donc définir des notions
analogues a celles vues pour les espaces euclidiens dans le cadre d’un espace vectoriel complexe.

V.1 Formes sesquilinéaires et espaces hermitiens

Dans toute la suite, on se fixe E un C-espace vectoriel de dimension finie n (¢’est donc un R-espace vectoriel
de dimension 2n dont on aurait oublié la structure complexe).

V.l.a Formes sesquilinéaire

Les formes sesquilinéaires jouent un role analogue aux formes bilinéaires & ceci pres qu’elles tiennent, en
plus, compte de la « conjugaison complexe » sur F.

Définition V.1.1. Une forme sesquilinéaire sur E est une application ¢ : £ x E — C telle que :
— Vx € E, ¢q:y+— ¢(x,y) est C-linéaire;

— Yy € E, pg:x— @(x,y) est semi-linéaire, c’est-a-dire que
Vz,2' € B, VA, u € C, oAz + p,y) = Mp(z,y) + Tp(2, y).

Remarque V.1.2. Le choix semi-linéaire a gauche plutot qu’a droite est arbitraire mais a une incidence sur les
notations. Si on fait un choix différent, il faudra inverser la gauche et la droite dans tout ce qui va suivre.

Soit ¢ : E x E — C une forme sesquilinéaire ou E est de dimension finie. Ceci permet de définir une
application semi-linéaire ¢, : E — E* donnée par ¢4(y) = (z — ¢(z,y)).
Définition V.1.3. On appelle noyau de ¢, noté kerp = {y € E | pq4(y) = 0}.

On dit que ¢ est non-dégénérée si ker ¢ = 0 ou, ce qui est équivalent, si ¢, est injective.

Remarque V.1.4. Attention : a priori, cette définition n’est pas symétrique en x et en y et on n’a a priori pas
de structure C-linéaire dans lautre sens (il n’y a pas de structure C-linéaire des formes semi-linéaires).

V.1.b Formes hermitiennes et antihermitiennes

Puisqu’une forme sesquilinéaire n’est pas linéaire des deux cotés, ¢a n’aurait pas de sens de parler de symétrie.
Néanmoins, on peut définir un analogue & la symétrie qui tient en plus compte de la structure complexe, comme
suit :

Définition V.1.5. Une forme sesquilinéaire ¢ est dite hermitienne si
va,y € B, p(z,y) = ¢(y, 2).
Une forme sesquilinéaire ¢ est dite antihermitienne si
va,y € B, o(x,y) = —p(y, ).

Proposition V.1.6. (1) L’ensemble des formes sesquilinéaire, noté Sesq(V') est un R-espace vectoriel. L’en-

semble des formes hermitiennes H(V') (resp. antihermitiennes AH(V)) en sont des R-sous-espace vectoriels.
(2) Toute forme sesquilinéaire se décompose de maniére unique en somme d’une forme hermitienne et d’une

forme antihermitienne. En particulier, comme R-espace vectoriel, Sesq(V') est somme directe de H(V') et de

AH(V).
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Démonstration. (1) est évident.
(2) Existence : Les formes sesquilinéaires ¢y, : (2,y) — ¢(z,y) + ¢(y, ) et pq : (x,y) — o(z,y) — o(y, z)
sont respectivement hermitienne et antihermitienne (attention a l'ordre de x et y!), ce qui donne existence.
Unicité : Si ¢ = ¢}, +¢/, pour ¢}, forme hermitienne et ¢}, forme antihermitienne, alors ¢ = @p—¢}, = ¢, —@q
est simultanément hermitienne et antihermitienne. Mais alors, pour tout (z,y) € V x V, on a

Y(x,y) = (pn — ©p) (@, y) = (on — @3) (@, 9) = () — va))(T,y) = —(¢l, — va)(2,y) = (2, Y).
Ainsi ¢ = 0. O

V.1l.c Matrices des formes sesquilinéaires

On a vu que certains ensembles de matrices naturels permettaient de bien paramétrer les formes bilinéaires
symétriques, les endomorphismes auto-adjoints, les isométries, les bases orthonormées. Proposons ici des défi-
nitions analogues qui serviront prochainement.

Notation V.1.7. La matrice d’une forme sesquilinéaire ¢ dans une C-base B = (eq,...,e,) de E, est
Mat(‘P,B) = [Qp(eia ej)]lgi,jgn .

Pour toute matrice A = [a; j]1<i<m € My.n(C), on note A = [@;;]1<i<m € My,m(C) et A* =TA.
1<5<n 1<j<n

Fait V.1.8. Soit ¢ une forme sesquilinéaire sur E et B une base de E. Pour z,y € E, si X,Y € M, 1(C)
représentent x,y respectivement dans la base B, alors

p(z,y) = X* Mat(p, B)Y.
Fait V.1.9. Matriciellement,
@ est hermitienne <= Mat(p, B(y))" = Mat(p, B)

et
@ est antihermitienne <= Mat(y, B(p))* = —Mat(y, B).

On est donc amené a poser la définition :
Définition V.1.10. Une matrice A € M,,(C) est dite hermitienne si A* = A et antihermitienne si A* = —A.

Notation V.1.11. On note H,,(C) l'ensemble des matrices hermitiennes et AH,,(C) 'ensemble des matrices
antihermitiennes.

On a également besoin de définir un analogue & I’ensemble des matrices orthogonales.
Définition V.1.12. Une matrice A € M,,(C) est dite unitaire si A*A = I,,.

Notation V.1.13. On note U, (C) I’ensemble des matrices unitaires.

V.1.d Orthogonalité

Pour définir une notion robuste d’orthogonalité, on a besoin d’une certaine symétrie en les deux parametres
d’une forme sesquilinéaire. On va donc se restreindre aux formes hermitiennes mais, comme ’a montré le
chapitre sur les formes quadratiques, il pourrait exister un cadre plus général permettant de définir une notion
d’orthogonalité (voir dans la littérature la notion de forme sesquilinéaire réflexive).

Définition V.1.14. Soit ¢ : Ex E — C une forme hermitienne. On dit que deux vecteurs x, y sont orthogonaux
si p(z,y) = 0.
Si A, B C E sont deux parties de F, on dit que A et B sont orthogonaux si
Va € A, Vb € B, ¢(a,b) =0.
On appelle orthogonal d’une partie A C FE le sous-C-espace vectoriel de E donné par
At ={z € E,Vac A, p(x,a)=0}={2 € E, Vac A, ¢(a,z) =0}

Fait V.1.15. Une forme hermitienne ¢ est non-dégénérée si, et seulement si, E+ = 0.
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Proposition V.1.16. Soit E de dimension finie et ¢ : E x E — C une forme hermitienne supposée non-
dégénérée. On a les résultats usuels sur les espaces orthogonauz, d savoir, pour F,Fi, Fy des sous-espaces
vectoriels de E :

1. dmF*+ =dim E — dim F ;

2. 0 = E et E+ =0, donc (EY)" = E;
3. (Fi+ Fy)*t = F-nFs;

4. (FyNFy)t = Fi- + F&-.

Démonstration. Par définition, un jeu de réécriture donne F+ = (¢4(F))  ou l'application semi-linéaire ¢ :
E — E* est vue comme application R-linéaire, qui est un isomorphisme car ¢ est non-dégénérée. O

V.1l.e Espaces hermitiens

Définition V.1.17. On dit qu'une forme sesquilinéaire ¢ est :
— positive si Vx € E, p(z,x) > 0;
— négative siVr € E, p(x,x) > 0;
— définie positive si Vo € E \ {0}, ¢(x,z) > 0;
— définie négative si Vo € E \ {0}, ¢(z,z) < 0.
Une forme hermitienne définie positive s’appelle un produit scalaire (préhilbertien).

Ezemple V.1.18 (Exemples fondamentaux).
(1) Sur C", le produit scalaire canonique est 'application

P ((5171,...,$n)7(y1,...,yn)) > TTYL A+ o+ Trln

Matriciellement, cela s’écrit (X,Y) = X*Y lorsque X,Y sont des matrices colonnes.
(2) Si E =C°([a,b],C) est un espace de fonctions a valeurs complexes sur un intervalle [a,b], alors on peut
définir sur E un produit scalaire par

b
o(r.9) = [ Tog(t)ir
(3) Si E = M, (C), on peut définir sur F le produit scalaire
p(A, B) = Tr(A*B).

Proposition V.1.19 (Inégalité de Cauchy-Schwarz : cas général). Soit ¢ une forme hermitienne positive sur
E. Alors pour tous x,y € E, on a

ez, y)p(x,y) < ez, z)e(y, y).

Démonstration. On considere I'application P : C — C suivante :

P(t) =p(x + ty, = + ty)

=p(x,x + ty) + to(y, v + ty) par semi-linéarité & gauche
=p(x,x) + to(z,y) + to(y, ) + tte(y, y) par linéarité a droite
=p(x,x) + to(z,y) + to(z, y) + tte(y, y) par hermitianité de ¢

Distinguons deux cas.

ler cas : On suppose que ¢(x,z) = ¢(y,y) = 0. Alors la restriction de P & R est une application linéaire
R — R donnée par t — t(p(z,y) + ¢(z,y) = 2tRe(¢(x,y)) qui garde un signe positif. C’est donc P'application
nulle, ce qui montre que Re(p(x,y)) = 0.

Considérons également la restriction de P a ¢R. C’est donc une application R-linéaire iR — R donnée par
it — itp(z,y) — itp(z,y) = —2tIm(p(z,y)) qui garde un signe constant positif. C’est donc I'application nulle,
ce qui montre que Jm(p(x,y)) = 0.

Ainsi, dans ce premier cas, on a p(z,y) = 0 d’ot les deux termes de I'inégalité de Cauchy-Schwarz sont nuls.

2nd cas : Quitte a échanger les roles de x et y, on peut supposer que ¢(y,y) > 0. Posons astucieusement

t= —% qui correspondrait au lieu du minimum de ce polynoéme dans le cas réel. On a alors
o(z,y) o(z,y) e(z,y) p(z,y)
P(t) =p(z,z) - plr,y) — plz,y) + e,y
&) =elz,2) ey, y) (®:3) ey, y) (@) ey y) vy, y) ®9)
(o 7) — P2, 0)e@:y) o o
ey, y)
Ce qui conclut. O
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Définition V.1.20. On appelle espace hermitien un couple (H, ¢) formé d’un C-espace vectoriel H de dimension
finie et d’un produit scalaire ¢.

Définition V.1.21. Sur un espace hermitien (H, ), on définit une norme par

Ve € H, ||z| = Ve(z, ).

Proposition V.1.22 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit (H, ) un espace hermitien. Alors pour tous x,y € H,
on a

lo(@, y)| < [llllyl

avec égalité si, et seulement si, la famille (z,y) est liée.
Démonstration. Le cas d’égalité correspond & P(t) = 0, donc & x + ty = 0 par non-dégénérescence. O
Corollaire V.1.23. Une forme hermitienne positive est définie si, et seulement si, elle est non dégénérée.

Proposition V.1.24. Pour résumé, dans un espace hermitien (H, @), siz,y € H et A € C, on a les propriétés :

1. |jz|| = 0 (positivité) et ||| =0 < = =0 (séparation);

2. || Az|| = |M|||z]] (positive homogénéité) ;

3. Nz +yl <zl + lyll (inégalité triangulaire directe) ;

4 |lzll = lyll| < llz =yl (inégalité triangulaire renversée) ;

5. |e(z,y)| < |lz|llyll (inégalité de Cauchy-Schwarz);

6. |z +y|* = ||lz]|* + 2Re(p(z,y)) + ||ly||*> (identité de polarisation 1);

7. |z +yll> = |z — y||*> = 4%Re(p(z,y)) (identité de polarisation 2);

8 ||z = ly|I*> = [z + y|| + 2Im(p(z,y)) (identité de polarisation 3);

9. ||z +ylI? + |z — y||* = 2||z||*> + 2||y||* (identité de la médiane ou du parallélogramme).
Démonstration. Démonstrations analogues a celles des espaces euclidiens. O

Remarque V.1.25. Attention! Dans les identités de polarisation, on n’a plus le produit scalaire mais seulement
des parties réelles ou imaginaire. Il faut donc en utiliser deux différentes pour reconstituer ¢ a partir de || - ||.

V.1.f Bases orthogonales

Définition V.1.26. Soit ¢ une forme hermitienne sur E. Une base (e1,...,e,) de E est dite orthogonale pour
¢ (ou p-orthogonale) si Vi # j, ¢(e;,e;) =0.
Si, de plus, Vi, ¢(e;, e;) =1, alors la base est dite orthonormée pour .

Fait V.1.27. (1) La matrice de p dans une base orthogonale est diagonale.
(2) La matrice de ¢ dans une base orthonormée est l'identité.

Proposition V.1.28. Soit ¢ une forme hermitienne non-dégénérée. Alors il existe une base p-orthogonale de
E.

Démonstration. On procede par récurrence sur n = dim(E). Si n = 1, c’est évident.
Sinon, soit e; un vecteur tel que p(e1,e1) # 0 et F = Vect(ey). Alors ¢ restreinte & F x F est non-dégénérée
donc F et F- sont en somme directe. On conclut en appliquant I'hypothése de récurrence sur F*. O

Proposition V.1.29 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit (H, @) un espace hermitien et
(e1,...,e.) une famille libre de H. Alors il existe une famille libre (f1,..., f.) de H qui est @-orthonormée et
telle que Vect(f1,..., fm) = Vect(e,...,en) pour tout 1 < m <r.

Démonstration. Pour m = 1, on pose f; = ——2—.
, on pose f1 e
Supposons (f1,..., fm) construite de sorte que :

o p(fisfi)=1et p(fi,fj) =0pour 1 <i#j<m
e et Vect(f1,..., fi;) = Vect(er,...,e;) pour 1 <i < m.
On considére alors .
Gmi1 = €mi1 = O @lemi1, fi) fi # 0
i=1

car em,41 € Vect(f1,.. ., fin)-

On pose fi+1 = On vérifie alors par linéarité que f,,41 convient. O

gm+1
lgm+1.9m+1ll”
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V.1l.g Lien avec les matrices unitaires.

On va maintenant voir le lien entre les bases p-orthonormées et les bases unitaires.

Lemme V.1.30 (Coordonnées des vecteurs pour un produit scalaire hermitien). Soit (e1,...,e,) une base

p-orthonormée. Alors
:U—Zgo (es,x)e; = ngw e;)e

Démonstration. En effet,
n
ples ) = ¢ | e > Ae
j=1

= Z Ajp(e;, ej) par linéarité a droite,
j=1

Donc
n n
T = Z/\iei = ng(ei,x €;
i=1 i=1
O

Remarque V.1.31. Attention : comme ¢ n’est pas symétrique, la position de x dans le produit scalaire est
importante !

Lemme V.1.32. Soient € et &' deux bases orthonormées de H et P la matrice de passage de € a E'. Alors
P eU,(C).

Démonstration. Notons € = (e1,...,e,) et £ = (ef,...,e),). Notons également @) la matrice de passage de la
base £ & la base &, de sorte que Q = P~1.
Comme & est orthonormée, on sait qu’on peut écrire

n
Vi<j<n, ;= Zgo(ei,e;-)ei
i=1

Le (4, j)-éme coefficient de P est donc P; j = p(e;, €}).
De méme, comme &’ est orthonormée, on sait qu’on peut écrire

VI<i<n, e = Zsaej,ez

Le (j,4)-éme coefficient de @ est donc Qi = ¢(€], e;) = p(ei, €}) = Pi ;.
On constate ainsi que P! = Q =P = P*. Donc P est une matrice unitaire. O]
D’une maniére analogue au cas euclidien, on peut démontrer :
Théoréme V.1.33. Soit v € End(H) un endomorphisme. S’équivalent :
(i) u est unitaire ;
(i) il existe une base @-orthonormée £ telle que Matg(u) € U, (V) ;
(iii) pour toute base orthonormée £, on a Matg(u) € U, (C) ;
(iv) il existe une base orthonormée € = (e, ..., ey) telle que (u(e ) ,u(en)) est une base orthonormée ;

(v) pour toute base orthonormée € = (e1,...,ey,) la famille (u(e1),...,u(e,)) est une base orthonormée.

(
Remarque V.1.34. Si £ est une base orthonormée de £ (n’importe 1aquelle)7 on peut donc définir une fonction

o: UWE) — Un(C)
u  +—  Matg(u)

C’est en fait une bijection, et méme un isomorphisme de groupes.
Cela permet alors de définir naturellement

SU(E) =81 (SUL(C)) et O (E)=3"'(U,(0))
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V.2 Endomorphismes remarquables d’un espace hermitien

Dans cette section, on se donne (H, ) un espace hermitien, ot H est de dimension finie n.

V.2.a Adjoint d’un endomorphisme

Fait V.2.1 (Dualité du produit scalaire). Pour toute forme linéaire f € H*, il existe un unique x = x5 € H
tel que p(xy,-) = f.

Démonstration. Comme ¢ est non-dégénérée, on a un morphisme semi-linéaire injectif ¢4 : H — H* donné par
z — (z,-). Comme H et H* sont des R-espaces vectoriels de méme dimension 2n, ¢’est donc un isomorphisme
entre R-espaces vectoriels donc, en particulier, une bijection. O

Proposition-définition V.2.2. Soit u € End(H). Il existe un unique endomorphisme u* € End(H) tel que
Yo,y € H, p(u*(2),y) = ¢(z, u(y))-
On l'appelle endomorphisme adjoint de w.
Démonstration. Matriciellement, on a A = Mat(p, B) € GL,,(C) car ¢ est non-dégénérée. Donc
Matg(u*) = (A™1)* Matp(u)* A*
convient. ]

Corollaire V.2.3. Soit u,v € End(H) et A € C. On a les égalités :
1. (W)™ = u*;

2
3
4.
5

Démonstration. Preuve analogue au cas euclidien. O

Définition V.2.4 (Endomorphismes remarquables). Soit v € End(H). On dit que w est :
— normal si u*ou=uou*;
— hermitien si u* = u;
— antihermitien si u* = —u;

— wunitaire si u* ou = idy .
Fait V.2.5. Les endomorphismes hermitiens, antihermitiens, unitaires sont normaux.

Remarque V.2.6. On utilise aussi la terminologie endomorphisme auto-adjoint au lieu de hermitien, et isométrie
au lieu de unitaire.

Définition V.2.7. L’ensemble U(p) (resp. O(y)) des endomorphismes unitaires pour ¢ est un sous-groupe
de GL(V) appelé groupe unitaire, c’est-a-dire que la composée d’endomorphismes unitaires et l'inverse d’un
endomorphisme unitaire sont des endomorphismes unitaires.

On note SU(¢) le sous-groupe des endomorphismes unitaires de déterminant 1, appelé groupe spécial unitaire.

V.2.b Réduction des endomorphismes normaux

Lemme V.2.8. Siu est un endomorphisme normal et P € C[X], alors P(u) est normal.

Démonstration. P(u)* = P(u*). Donc si u et u* commutent, alors P(u) et P(u*) aussi. O
Proposition V.2.9. Siu est un endomorphisme normal et P € C[X], alors (ker P(u))" est stable par u.

Démonstration. Soit y € (ker P(u))" et 2 € ker P(u). On veut montrer que ¢(z,u(y)) = 0. On a ¢(z, u(y)) =
o(u*(z),y). Mais P(u) ou*(z) = u* o P(u)(x) = 0. Donc u*(x) € ker P(u). Donc p(u*(z),y) = 0. O

Proposition V.2.10. On a keru* = (imu)" ef im (u*) = (keru)"
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Démonstration. yekeru* & VreV, ou*(y),z) =0
e Vr eV, oy, u(z)) =0

& ye (imu)t

En échangeant u et u*, on a keru = (im«*)™. On conclut car, comme ¢ est anisotrope donc non-dégénérée, en

. . . 1L .
dimension finie on a (WL) = W pour tout sous-espace vectoriel W de V. O

Proposition V.2.11. i u est normal, alors imu = (ker u)™

Démonstration. Soit z € (imwu)™. On a

p(u(@),u(r)) = p(u”(u(z)), )

= o(u(u*(z)),z) car u est normal

=0 car z € (imu)™

Comme ¢ est anisotrope, on a u(x) = 0 donc x € kerwu. Ainsi (im u)L C keru. On a égalité par égalité des
dimensions en appliquant le théoréme du rang : dimimwu = dim V' — dim ker v = dim (ker u)J‘. O

Théoréme V.2.12 (Théoréme spectral des endomorphismes normaux). Soit u un endomorphisme normal et

m m

Xu = szm = H(X =)™
i=1 i=1
la décomposition du polynome caractéristique de u en puissances de polynomes irréductibles unitaires deuz d
deuz premiers entre eux, c’est-d-dire que les \; € C sont deux a deux distincts. Alors

L
V= @ ker(u — A\;idg).
i€1,m]

En particulier, u est diagonalisable en base orthogonale pour .

Démonstration. On a vu que P;(u) est normal et que im P;(u) = (ker P;(u))". De plus, im P, (u) Nker P;(u) = 0
car ¢ est anisotrope. Donc on en déduit par récurrence immédiate que ker P;(u)’ = ker P;(u) pour tous 4,j > 1.
Le lemme des noyaux nous donne V = @ ker P;(u)™ = @ ker P;(u). Il suffit de vérifier que la somme
i€[1,m] i€[1,m]

directe est orthogonale.

Par Bézout, il existe des polynomes U,V € C[X] tels que UP; + VP; = 1. Soit & € ker Pj(u) qu'on écrit
z = U(u)oP;(u)(z)+V (u)oPj(u)(x) = P;(u)oU(u)(z) € im P;(u) = (ker P;(u))™. Ainsi ker Pj(u) C (ker Pi(u))",
donc la somme directe est orthogonale. O

Corollaire V.2.13 (Théoréme spectral hermitien).
Soit u € End(H). Alors

1. u est normal si, et seulement si, u est diagonalisable en base p-orthonormée ;

2. u est p-autoadjoint si, et seulement si, u est diagonalisable en base p-orthonormée et ses valeurs propres
sont réelles ;

3. w est unitaire si, et seulement si, u est diagonalisable en base p-orthonormée et ses valeurs propres sont
de module 1.

Démonstration. Pour les sens directs, il suffit d’étudier le spectre complexe de u dans chaque cas.
Si u est auto-adjoint ou unitaire, on sait que w est normal donc il existe une base w-orthonormée B qui
diagonalise u. Notons
D = diag(A1, ..., An) = Matg(u)

avec \; € C qui sont les valeurs propres de u.

Si u est auto-adjoint, alors D* = D. Donc pour tout 1 < i < n, on a \; = A;. Donc les valeurs propres de u
sont réelles.

Si u est unitaire, alors D*D = I,,. Donc pour tout 1 < i < n, on a A\;\; = |\;|?> = 1. Donc les valeurs propres
de u sont de module 1.

Ce qui démontre les sens directs.

Pour la réciproque, il suffit de remarque que si u s’écrit

D = Matp(u) = diag(A1, ..., An)

en base p-orthonormée B, alors
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— dans tous les cas, on a D*D = DD* donc u est normal ;
— si les A\; sont réels, on a D* = D donc u est auto-adjoint ;

— si les A; sont de module 1, on a D*D = I,, donc u est unitaire.

Le théoréme spectral nous dit, en particulier, que si u est auto-adjoint, alors Spg(u) C R.
Dans R, la notion de signe prend sens, contrairement a C.
Définition V.2.14. On dit qu'un endomorphisme u auto-adjoint est :
— positif si Spe(u) C Ry = [0,400[;
— défini positif si Spc(u) C RY =]0, 4-00[.

Corollaire V.2.15 (Théoréme spectral hermitien matriciel). Soit A € H,(C). Alors il existe une matrice
U € U,(C) et une matrice diagonale réelle D telles que A =U*DU.

Notation V.2.16. Dans ’écriture précédente, les coefficients de D correspondent au spectre de A avec multi-
plicité des valeurs propres. On note alors

— H;5(C) I'ensemble des matrices hermitiennes A € H,,(C) telles que Spg(A) C [0, +00[;
— H,;7*(C) I'ensemble des matrices hermitiennes A € H,,(C) telles que Spg(A4) CJ0, +o00].

On retrouve également I’ensemble des résultats qu’on a étudié pour les espaces euclidiens a partir du théoreme
spectral hermitien, et méme un peu davantage :

Corollaire V.2.17 (Théoréme spectral euclidien).
On suppose que (V, ) est un espace euclidien. Soit u € Endg(V'). Alors

u est symétrique <= u est diagonalisable en base p-orthonormée,

u est normal <= u est diagonalisable par blocs en base p-orthonormée,

a —b N
avec des blocs de la forme M; = <b a ) avec b €R™ eta €R , et
a avec a €
() R

u est orthogonal <= u est diagonalisable par blocs en base p-orthonormée

cosf —sinf 0 cR
avec des blocs de la forme M; = sinf  cos6 avee ,
(a) avec a € {£1}

Les démonstrations de ces deux corollaires sont laissées en exercice au lecteur qui pourra alors s’assurer avoir
bien compris le théoréme de réduction des endomorphismes normaux.

That’s all folks !
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