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TD1 - Formes bilinéaires et produits scalaires

1 Formes bilinéaires

Exercice 1 Sur la définition d’une forme bilinéaire

On se donne dans chaque cas un R-espace vectoriel E et une application ¢ : F x E — R. Dire si ¢
est une application bilinéaire et le cas échéant préciser si elle est symétrique.

a) E=R? et p(u,v) = x122 + Y192, pour u = (v1,%1) et v = (x2,72) éléments de E.

b
¢
d

(S

E =R3 et o(u,v) = 2192 + w11 (notations similaires).

~—

E =R? et ¢(u,v) = 21y + w2y1 (notations similaires).
E = R[X] et ¢(P,Q) = P(0)%, P, Q € E.
E est Uespace des fonctions définies et continues sur [0, 1] & valeurs réelles, et

~ o

1
o(f,9) _/0 f(z)g(1 — x)dx, pour tous f, g€ FE

f) E = M, (R), pour un entier n > 1, et (A, B) = Tr(AB) pour A, B € E, ou Tr désigne la trace
d’une matrice.

Exercice 2 Maitrice d’un forme bilinéaire

On définit une forme bilinéaire ¢ sur R? par la formule

¢ ((x,y,2), (@, 7)) = a2’ + 2y + 2y +y2' — 2/ .

1
De méme, on définir une forme bilinéaire ¢ sur Ro[X] par ¢(P, Q) = / P(t)Q(t) dt.
0

a) Ecrire les matrices de ¢ et ¢ dans les bases canoniques respectives de R3 et de Ro[X].

b) La forme ¢ est-elle symétrique ? Méme question pour la forme ).

¢) Soit P=1+ X + X% et Q =1-2X. Calculer ¢/(P,Q) de deux facons : par calcul direct, puis par
calcul matriciel.

Exercice 3 Formes bilinéaires données par leurs matrices

La matrice suivante représent la forme bilinéaire ¢ dans la base canonique de R? :
1 00
A=11 0 1 1
110
a) Calculer 90((27 37 5)7 (37 57 2))7 90((37 57 2)7 (27 37 5)) et 90((07 _]-? 1)7 (07 _17 1))

b) Donner lexpression de ¢.
c¢) Cette forme est-elle symétrique ?



Exercice 4 Changement de base

Soit E D’espace vectoriel R2. On désigne par B. = (e1, e2) la base canonique de E et par B = (f1, f2)
la base donnée par f1 = (1,2) et fo = (—1,1). Notons ¢ la forme bilinéaire sur F de matrice A =

< é _21 ) dans la base canonique.

1

Omno‘cePz(2

-1 ) .
1 > la matrice des coordonnées des vecteurs de B exprimées dans la base B..

a) Soit v un vecteur de E. Notons X (resp. X') sa matrice colonne de coordonnées dans B, (resp. dans
B). Expliquer pourquoi on a la relation X = PX'.

b) Soit u et v deux vecteurs de E. Notons X et Y (resp. X’ et Y') leurs vecteurs colonnes de coordonnées
dans la base B (resp. dans la base B). Exprimer ¢(u,v) en fonction de A, X, Y, puis en fonction de
A P, XY

¢) En déduire la formule du cours suivante : la matrice B de ¢ dans la base B est donnée par ‘PAP.
Calculer la matrice B.

d) Comparer Tr(B) et det(B) a Tr(A) et det(A). Que remarque-t-on ?

Exercice 5 * Changement de base — bis

Soit B = (e1, ez, e3) la base canonique de R3. On note ¢ la forme bilinéaire sur R* de matrice dans B
donnée par

1 0 2
A= 01 O
2 0 —1

On pose fi1 =e1 +ex+e3, fo=e1 —e3, f3=e3—e3.

a) Montrer que C = (f1, f2, f3) est une base de R3.
b) Déterminer la matrice A" de ¢ dans la base C.

c) Que valent p(f1, f1) et v(f2, f3)?

2 Produit scalaire

Exercice 6 Quelques produits scalaires couramment rencontrés

Pour chaque R-espace vectoriel E et chaque ¢ : E x E — R ci-dessous, vérifier que ¢ défini un produit
scalaire sur F.

1 Y1
a) E=M,1(R)avecn >1et o(X,Y) = Zmzyz—tXYpourX: ety =

In Yn

b) E =C°%[a,b],R) et o(f,g) / f(t)

n

¢) E=R,[X] et o(P,Q) = ZP

d) E = M,(R) et (A, B) = Tr(*AB).

+oo
e)E:{(un nen | Zu <+oo} et p(u,v) = Zunvn

n=0

2



Exercice 7 * Famille orthonormée de fonctions périodiques

Soit E = CY_(R) I'espace vectoriel des fonctions 27-périodiques. Pour u,v € E, on pose

™

o(u,v) = 1/0 7ru(t)v(t)dt

a) En s’appuyant sur l'exercice précédent, montrer que cela définit un produit scalaire ¢ sur F.
Pour m,n € N*. On pose u,,(t) = cos(mt) et vy, (t) = sin(nt).

b) Justifier que tuy,, v, € E pour tous m,n € N* et calculer ||u,||? + [|v.]?.

c¢) Pour tout m,n € E, calculer ||up||, ||vn| et @ (tm, vn).

Exercice 8 *

On note R, [X] le R-espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n et on considére
I’ensemble E défini par

E = {P € R,[X], P(0) = P(1) = 0}

a) Montrer que E est un espace vectoriel et en donner une base.
b) Soit ¢ : E x E — R définie par :

1
p(P,Q) = _/0 (P(@)Q"(x) + P"(2)Q(x)) dx

Montrer que ¢ est un produit scalaire sur FE.

3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Exercice 9 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Démontrer chacune des inégalités suivantes, en choisissant judicieusement un espace vectoriel E et un
produit scalaire ¢ sur E que 'on précisera.

J1 — -2
/\fewdx< 126

1
b) Pour tout P € R[X], ( / ) / P2(t)
0
c) Pour tout (z1,...,x,) € R", (Z xk> < nZ:}:k

Exercice 10 *

Soient z,y,z € R trois nombres réels tels que 2x + 3y + 6z = 7. En utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, montrer que

i TR

Exercice 11 *

Montrer que pour toute paire de fonctions f,g € C%([a,b], R), on a 'inégalité :

([a, 0]
t)dt‘ < \//abf(t)th\//abg(t)?dt

A quelle condition a-t-on égalité ?



Exercice 12 ** Caractérisation des produits scalaires en dimension 2
Soient a, b, c,d € R quatre réels. On définit une application

© R? x R? — R
((z1,11), (22,y2)) = az122 + br1ys + cxoys + dzays

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur (a, b, c,d) pour que ¢ soit un produit scalaire
2
sur R-.

Exercice 13 **

Soit (F,(-,-)) un espace Euclidien. Soit n € N*. On considére n vecteurs ui,...,u, € E et un réel
strictement positif C' > 0. On suppose que

V(et,...,en) € {—1,1}", <C

n
g Eill
i=1

Montrer que

n
D Ml < 2.
i=1
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TD2 - Espaces euclidiens et orthogonalité

1 Espaces orthogonaux

Exercice 1 Orthogonal d’un espace

On munit R? de son produit scalaire canonique. On note D la droite vectorielle engendrée par le vecteur
u=(1,2,—1) et P le plan vectoriel d’équation 2z +y — z = 0.

a) Déterminer P+ (on donnera un systéme d’équations et une base).

b) Déterminer D+ (on donnera une équation cartésienne et une base).

Exercice 2 Lien entre l'orthogonal d’une partie et linclusion

Soit F un espace euclidien muni d’un produit scalaire.
a) Soient A, B des parties de E. Montrer que

AC B= B!t C At

b) Soit A une partie de E. Montrer que A C (A+)*.
c¢) Montrer que si A est un sous-espace vectoriel de E, on a I'égalite A = (A+)+.

Exercice 3 * Quelques propriétés de l’orthogonal d’un sous-espace

Soient F' et GG deux sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien F.
a) Montrer que (F + G)* = F- nG*.
b) En déduire que (FNG)*t = F+ + G+,

Exercice 4 *
1
Soit E = C°([0,1],R) muni du produit scalaire (f,g) = / f(t)g(t)dt.

On note : H={f € E| f(0) =0} et G ’ensemble des agplications constantes de [0, 1] dans R.
a) Justifier que H est un hyperplan de E et G une droite vectorielle de E.

b) En déduire que E = H & G.

c) Soit g € H*.

1
(i) Prouver que / t.g*(t)dt = 0.
0
(ii) En déduire que : Vt € [0,1], g(t) = 0.
(iii) Déterminer H+.
d) Pour chacune des égalités suivantes, dire si elle est vérifiee ou non. Justifier la réponse.

B =H  HOH'=E  (HAGR =N LG (H4G)=H nG*

Exercice 5 * Décomposition de l’espace des matrices en sous-espaces orthogonaux

On fixe un entier n > 0 et on note £ = M, (R) le R-espace vectoriel des matrices carrées de taille
n x n a coefficients réels. On considére 'application suivante :

¢: ExE — R
(A,B) +~ Ti('AB)

ou Tr désigne la trace d’une matrice.



a) Montrer que ¢ est un produit scalaire.

b) Montrer que pour tout A € M,,(R); on a : (Tr(A))2 <nTr(tAA).

On note Dp(R) (resp. Sp(R), AS,(R)) le sous-ensemble de E formé des matrices diagonales (resp.
symétriques, antisymetriques).

c¢) Montrer que D,,(R), S, (R) et AS,,(R) sont des sous-espaces vectoriels de £ = M, (R) et déterminer
leurs dimensions respectives.

d) Démontrer qu’on a la somme directe M,,(R) = S, (R) & AS,(R).

e) Déterminer les orthogonaux : D, (R)*, S, (R)* et AS,(R)*.

2 Procédé de Gram-Schmidt et familles orthonormées

Exercice 6

a) Montrer que Papplication
0:R?xR?—R
définie par
O(X,Y) =22z’ +2yy +zy +2'y ou X = (z,y) et Y = (2/,9/) € R
définit un produit scalaire sur R2.
b) Soit (e, e2) la base canonique de R2. Calculer ¢(eq, e). Cette base est-elle orthogonale ?
c¢) Trouver une base orthonormée de R? pour ¢ en appliquant le procédé de Gram-Schmidt & (eq, e2).

Exercice 7

a) On consideére I’application (z,y) — (x,7) de R? x R dans R définie par
(z,y) = (21 + 22 + 23) (Y1 + Y2 +y3) + (22 + 23) (2 + y3) + T3Y3

ou x = (x1, 2, r3) et y = (y1,y2,y3) dans la base canonique.
b) Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur R3.
c¢) Orthonormaliser la base canonique (e, e2, e3) pour ce produit scalaire.

Exercice 8 *
Soit E = R;[X]. On considére lapplication :

p: ExXE — R
(P,Q) — P(1)Q(1)+ P(0)Q(0).
a) Montrer que ¢ est un produit scalaire.
b) Construire a partir de la base B = (1, X), et en utilisant le procédé d’orthonormalisation de Gram-

Schmidt, une base B’ de E orthonormée pour ¢.
¢) Que dire de la matrice de passage entre B et B’ ?

Exercice 9 * Hyperplan de R™

On munit R™ de son produit scalaire canonique. Déterminer une base orthonormée de ’hyperplan de
R" d’équation x1 + 29 + -+ x, = 0.

Exercice 10 *

Soit E un espace euclidien muni d'un produit scalaire noté (—|—).

a) Soit B = (eq,...,e,) une base orthonormée de E. Montrer que les coordonnées (z1,...,x,) d’'un
vecteur v dans B sont données par x; = (vle;), i = 1,...,n, et que l'on a

n

loll* = (vles)” .

i=1



b) Réciproquement soit B = (eq, ..., e,) une famille de vecteurs non nuls de F telle que, pour tout
v € F, on ait :

n

ol = {vle:)* .

i=1

(i) Montrer que pour tout 1 <i < n,on a |e| < 1.
n n
(i) Soit (f1,..., fn) une base orthonormée de E. Montrer que Z Z(fj|ei>2 =n.

j=1i=1
(iii) En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, en déduire que B est une base orthonormée.

Exercice 11 * Vecteurs deuxr a deux orthogonaux

Soient E un espace euclidien et (v1, ..., vp) une famille de vecteurs non nuls et deux & deux orthogonaux.
Montrer que la famille (v1, ..., vp) est libre.

3 Projection orthogonale et distance

Exercice 12

L’espace vectoriel R? est muni du produit scalaire usuel et de sa base canonique. Soit F le sous-espace
vectoriel de R? défini par 1’équation x 4+ y 4+ 2z = 0. On note p la projection othogonale sur F.

a) Déterminer une base orthonormée de F.

b) Déterminer F'* et en donner une base orthonormale.

c¢) Calculer d(a, F) avec a = (1,1,0).

Exercice 13

On munit E = R3 de son produit scalaire canonique. Soit F' le sous-espace de E d’équation cartésienne
r—2y+2z=0.

a) Déterminer une base orthonormeée de F.

b) Déterminer F- ainsi qu'une base orthonormée de cet espace.

c¢) Rappeler la définition de la projection p de E sur F parallélement a F*.

d) Calculer p(u), on u = (1,-3,2).

Exercice 14

Dans 'espace R* muni du produit scalaire usuel on considére le sous-espace F défini par les équations
Ti+xo+r3+24=0 et x1—a29+23—24=0

Déterminer la matrice, dans la base canonique, de I'application p qui 4 X € R* associe sa projection

orthogonale sur F.

Exercice 15

Soient E un espace euclidien de dimension n et x € E. Soit a un vecteur non nul de E. Soit D = Vect(a)
et H= D

a) Quelle la dimension de H 7

b) Exprimer les distances d(z, D) et d(z, H) a laide de ||z|| et du produit scalaire (z,a).

Exercice 16 * Fonctions 2mw-périodiques

Soit E = CY_(R,R) l'espace des fonctions continues 27-périodiques muni du produit scalaire

2

Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par f : x — cosz et g : x — cos(2z).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u : & + sin® .

1 27
< f,g>=— i f(t)g(t)dt



Exercice 17

a) On considére l'espace euclidien E' = Ro[X]| des polynomes a coefficients réels de degré au plus 2,
muni du produit scalaire (-, -) défini par

1
(P,Q) = /0 P(2)Q(x)dx

Soient F' = R;[X] le sous-espace de E des polynomes de degré au plus 1 et p la projection orthogonale
sur F.

b) Déterminer une base orthonormée F de F.

c) Calculer les coordonnées de P =1+ X dans la base F.

1
d) Pour quelles valeurs de a et b l'intégrale / (22 — ax — b)*dz est-elle minimale ?
0

e) Sans calcul supplémentaire, écrire la matrice A de p dans la base (1, X, X?) de E.

Exercice 18 *

On munit l'espace vectoriel Ma(R) du produit scalaire : p(A, B) = Tr(*AB).

On considére
F=1(% %) (b cr?
o b a %

Démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de Ma(R).
Déterminer une base de F*.

a
b

¢

d

1 > sur Ft+.

Déterminer la projection orthogonale de J = ( 11

Calculer la distance de J a F.

~—

Exercice 19 *

Sur Vespace E = R[X], on définit la forme bilinéaire

1
VP,Q € E, (P,Q) = /0 tP(H)Q(t)dt

a) Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur E.

b) Déterminer une base orthonormée de F' = Ry[X].
¢) Déterminer le projeté orthogonal sur F' de P = X3,
d) Quelle est la distance de X3 & F'?

Exercice 20 *

Soit E I'espace vectoriel des polynémes & coefficients réels de degré < 2.
a) Montrer qu’on définit un produit scalaire sur E en posant

(P,Q) = P(=1)Q(=1) + P(0)Q(0) + P(1)Q(1)

b) Utiliser le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt pour construire une base orthonormale a
partir de la base (1, X, X?).

¢) Soit P le polynome de E tel que P(—1) =2, P(0) =1 et P(1) = —1. Trouver le polynéme Qg de
R;[X] qui rend minimale la quantité

1

Y (P(k) = Q) . QeRilX]

k=-1

On ne demande pas de calculer ce minimum, !



[

bt

m LICENCE 2 PHYSIQUE - PARCOURS RENFORCE - FACULTE

T EmN L 2024/2025 oes SCIENCES
VeI Site — FONDAMENTALES
cle 1 oitiers ESPACES EUCLIDIENS ET HERMITIENS T APPLIQUEES

UNIVERSITE DE POITIERS

TD3 - Endomorphismes adjoints et réflexions orthogonales

1 Endomorphismes adjoints, auto-adjoints et matrices symétriques

Exercice 1

Soit ' = R, [X] muni du produit scalaire

1
VP.Q € Ry[X], (P.Q) = / PQr

a) Montrer que I’endomorphisme ¢ défini sur E par o(P) = (1 — X2)P" — 2X P’ est symétrique.
b) L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ? Justifier sans faire de calculs.

c¢) Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique de E. Que remarque-t-on ?

d) Quelles sont les valeurs propres de ¢ 7

Exercice 2
Soit E un espace euclidien muni d’un produit scalaire (-,-) et u,v € E deux vecteurs. On pose
p: E — E
x = (z,u)v— (x,v)u.

Calculer ¢* en fonction de u et v. Que remarque-t-on ?

Exercice 3

Soit E un espace euclidien et ¢ € End(F). Montrer 1’équivalence entre les propositions suivantes :
(i) ¢ est anti-auto-adjoint (i.e. Vo € E, ¢*(x) = —p(x));
(ii) Yo € E, ¢(x) est orthogonal & x.

Exercice 4 *

Soit E un espace euclidien et u € End(£) un endomorphisme.

a) Montrer que ker u = ker u* o u.

b) Montrer que (im(u*))L = keru.

¢) En déduire rg(u*) = dim(ker u)*, puis que im(u*) = im(u* o u).

Exercice 5 *

Soit F un espace euclidien de dimension n > 2. Un endomorphisme u de E est dit antisymétrique si

V(w,y) € B, (f(x)ly) = —(z|f(y))

1. Montrer que f est antisymétrique si, et seulement si, f* = —f.

2. En déduire que f est antisymétrique si, et seulement si, sa matrice dans toute base orthogonale
est antisymétrique.

3. Montrer que f est antisymétrique si, et seulement si, Vo € E, (z, f(x)) = 0.

4. Soit f un endomorphisme antisymétrique de E. Montrer que les sous-espaces Im( f) et ker f sont
orthogonaux.



2 DMatrices orthogonales : généralités

Exercice 6

Quelles sont les matrices qui sont orthogonales et triangulaires supérieures 7

Exercice 7

Soient A, B € O,(R) telles que AJFTQB € 0,(R). Montrer que la matrice C' = ‘AB est antisymétrique,
c’est-a-dire 'C = —C.

Exercice 8 **

b ¢
Soient a,b,c € R? et M = a b

b ¢ a

On pose 0 = a+ b+ cet 7 =bc+ ac+ ab.
a) Montrer que M € O3(R) si, et seulement si, 0 € {£1} et 7 =0.
b) A quelle condition sur o et 7 a-t-on M € O3 (R)?
c) Montrer que si M € OF (R), alors il existe A € [0, 5] tel que a,b, ¢ sont les racines du polynome
X3 - X240\

3 Théoréme spectral

Exercice 9

Pour chacune des matrices A; suivantes, déterminer une matrice orthogonale P; et une matrice diago-
nale D; telles que A; = PiDiPi_l.

2 —4 2 1 0 -1 ;fgg
Ai=|-4 2 2 Ay=10 1 V2 A3:0012
2 2 5 -1 V2 -1 00 2 1

Exercice 10 *

a) Soit A € S;(R). Montrer qu’il existe une matrice N € M, (R) telle que A =!NN.

b) Réciproquement, soit M € M,,(R). Montrer que ‘MM € S;F(R).

c¢) Montrer que si M est une matrice inversible alors la matrice A = ‘M M est diagonalisable et que ses
valeurs propres sont strictement positives.

Exercice 11 **

b «a a
a
On considére n € N*. Pour a,b € R, onnote S, = | : -, -, - 1| &€ Muy(R).
a
a o« o e o« o e a b

a) On pose J = 511 la matrice dont tous les coefficients valent 1. Justifier que J est diagonalisable et
déterminer ses espaces propres.

b) Soient a,b € R. Déterminer les espaces propres de S .

Indication : On pourra établir une relation simple entre Suy, J, In, a et b.

¢) Pour quels couples (a,b) € R? a-t-on S, € ST (R)?

10



4 Isométries et réflexions orthogonales

Exercice 12 Une matrice symétrique et orthogonale

Soit E = R3 I’espace euclidien usuel. Pour a, b € R, on note

a b b
M(a,b)=(b a b
b b a

On note f, 'endomorphisme de matrice M (a,b) dans la base canonique de E.

a) Donner la liste de tous les couples (a,b) pour lesquels f, 5 est une isométrie.

b) Justifier, sans faire de calculs, que si M € O3(R), alors f,; est une symétrie orthogonale.

c) Lorsque f,; est une réflexion orthogonale, déterminer en fonction de (a,b) I'espace F' tel que fqp
est la réflexion orthogonale par rapport & F.

Exercice 13

L’espace R3 est muni du produit scalaire usuel et de la base canonique B. = (e1, ez, e3). Soit f I’endo-
morphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est
1 -2 =2
A=-1-2 1 =2 (1)
-2 -2 1

a) Montrer que la matrice A est orthogonale. Quelle est la nature de f 7

b) Donner les caractéristiques géométriques de f.

c) Justifier, sans faire de calcul, que A est diagonalisable.

d) Montrer quil existe une base orthonormée B’ = (1,2, ¢3) de R? telle que la matrice de f dans B’
soit de la forme

10 0
D=0 1 0 (2)
00 —1

Remarque : il n’est pas demandé de calculer explicitement la base B'.

Exercice 14

L’espace euclidien R? muni de sa structure usuelle et de la base canonique B. = (e, 2, €3).

Soit s la symétrie orthogonale par rapport au plan P d’équation cartésienne : x +y + z = 0.

a) Citer une formule du cours exprimant s(x) en fonction de x et de n, ou n est un vecteur non nul
orthogonal & P.

b) Donner la matrice de s dans la base canonique B..

Exercice 15

Soit E un espace euclidien de dimension n > 2. Soient u un vecteur de E et k un réel. On définit un
endomorphisme f de E par
f: E — E
r = z+k{z,u)u.
a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur k € R et u € F pour que f soit un automorphisme
orthogonal.
b) Décrire f dans ce cas.

Exercice 16 * Matrice de Householder

Soit a € M ,,(R) une matrice ligne. On pose
2
A= In — Wtaa S Mn(R)

Montrer que A est une matrice symétrique, involutive (i.e. A2 = I,,) et orthogonale de M, (R).

11
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TD4 - Angles et isométries en dimension 2 et 3

1 Isométries en dimension 2, angles et orientation

Exercice 1 Angles orientés

On munit R? de sa structure euclidienne canonique. On note B, = {Z, ;} sa base canonique. On oriente
R? en décrétant que B. est directe. Pour chaque paire de vecteurs (u,v) € R? x R?, donner une mesure
0(u,v) de I'angle orienté entre u et v.

a) u=(1,2)etv=(510) b)
c) u=(0,1)etv=(1,1) d)

u=(0,1) et v=(0,—-1)
u=(V3,1) et v =(—1,0)

Exercice 2 Une composée de deux réflexions

Soit E = R? le plan euclidien muni du produit scalaire canonique. On considére les deux vecteurs
fi= (L 1) et fo = (V3.1).

a) Déterminer I’angle non-orienté entre les vecteurs fi et fo.

b) Dans la base canonique de R?, écrire la matrice de la réflexion orthogonale s; par rapport a Vect(f;)
pour i =1et 1= 2.

c¢) Soit u = s1 0 s9. Calculer la matrice de u dans la base canonique et décrire la transformation du
plan u. Pouvait-on le deviner sans calculs supplémentaires 7

Exercice 3

Pour chacune des matrices suivantes, dire si elle est dans Og(R). Lorsque c’est le cas, I’écrire comme
un produit de matrices de réflexions orthogonales du plan.

10
=0 )

|
UL C”‘wo“";
\—/

| (S {[e}
Cﬂ‘%cmoo

Exercice 4 *

Soit E un espace euclidien de dimension 2. Soient u,v € E deux vecteurs non nuls tels que ||ul| = ||v]|.
Décrire géomeétriquement les isométries f € O(E) telles que f(u) = v et faire un dessin dans chaque
situation.

Exercice 5 *

Soit E un plan euclidien et D une droite de E. Soit r € O (F) la rotation d’angle 6 et s la réflexion
par rapport & D. A quelle condition a-t-on sor =ros?
Faire un dessin de la situation.

13



2 Produit vectoriel et produit mixte

Exercice 6

On considére l'espace R?, muni du produit scalaire usuel et orienté par une base orthonormée directe
B=(ijk).
a) Simplifier :

25iA(=3)k et IA(I—2k)

b) Soient @ = 2 — 3] — k et 5=1+ 47 — 2k. Calculer :

UNT et UAU

Exercice 7

Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3. Soit B = (Z, 7, E) une base orthonormée
directe de E et u € E un vecteur non nul.

On consideére ici 'application linéaire f : E — E définie par f(z) = u A x pour tout x € E.

a) Montrer que f(z) et z sont orthogonaux pour tout = € E.

b) Décrire Im f et ker f en fonction de u.

¢) On écrit u = ai + bf+ ck. Déterminer la matrice de f dans la base B. Que remarque-t-on ?

Exercice 8

En utilisant un produit vectoriel, déterminer :

a) une équation cartésienne du plan de R? engendré par u = (2,1,5) et v = (—2,0,3);
b) un systéme d’équations cartésiennes de la droite de R? dirigée par w = (4, —2,1).
Faire un dessin de chaque situation.

Exercice 9 *
Soit @ € R. A l'aide d'un produit vectoriel, résoudre en fonction de a le systéme d’équations

ar — 3y + 5az =0
2c+ay+ 72 =0

Exercice 10 *
Soient 4 et ¥ deux vecteurs d’un espace vectoriel euclidien orienté de dimension trois E. Etudier
I’équation & l'inconnue ¥ € F :

UNT =17.
Indication : on pourra commencer par montrer que cette équation admet une solution si et seulement
si U et U sont orthogonauz.

Exercice 11 *

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3 et u, v, w € E trois vecteurs.
a) Montrer que u A (v Aw) = (u, w)v — (u, v)w.

b) Montrer que (u A v) Aw = (u,w)v — (v, w)w.

¢) Montrer que (u A v) A (u A w) = [u,v, w]u.

d) En déduire que [u A v,v A w,w A u] = [u,v,w]?.

Exercice 12 **

Soient (f,g,h) et (u,v,w) deux bases orthonormées directes d’un espace euclidien orienté de dimen-
sion 3. Montrer que la famille (f — u,g — v, h — w) est liée.

14



3 Isométries en dimension 3

Exercice 13

On considére 'espace euclidien orienté usuel R>. Soit f I’endomorphisme de R3 dont la matrice dans
la base canonique est

1 -2 -1 2
M = 3 2 =21
1 2 2

a) Montrer que f est une rotation.
b) Déterminer les éléments caractéristiques de f.
Exercice 14

L’espace euclidien R3 est muni du produit scalaire usuel et de sa base canonique B = (e, e2,e3). On
consdiére la matrice

V2

— 0 a
2
M = 0 1 b ou a,b,c sont des réels donnés
2
2

Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base B est M.

Déterminer les valeurs de a,b et ¢ pour lesquelles 'endomorphisme f est une isométrie directe et en
donner les caractéristiques géométriques.

Exercice 15

Dans I'espace euclidien orienté R? usuel, donner la matrice de la rotation d’axe D = Vect(1,1,1),
orienté par le vecteur u = (1,1,1), et d’angle 2F.

Exercice 16

On considére I'espace euclidien orienté usuel R3. Soit f ’endomorphisme de R3 dont la matrice dans
la base canonique est donnée par

3 1 V6
A=— 1 3 -6
V6 V6 2

Montrer que f est une isométrie de R? et en donner les caractéristiques géomeétriques.

Exercice 17

On munit I’espace euclidien R? est de la base canonique B. = (e1, ez, e3). Soit f ’'endomorphisme dont
la matrice dans la base B, est donnée par

1 3 1 —v6
V6 V6 -2

a) Montrer que f est une isométrie.

b) Préciser la nature de cette isométrie et en donner les caractéristiques géométriques.

c) Montrer que A est diagonalisable. Quelles sont les valeurs propres de A7 Justifier votre réponse.
d) Diagonaliser A dans une base orthonormée de E.

15



Exercice 18 *

Soit (E, (:|-)) un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 et a € E un vecteur unitaire. Soit
f: E — E Papplication définie par f(z) = 2 A a + (x|a)a pour tout vecteur z € E.
a) Soit © € E un vecteur de norme ||z|| = r. Justifier I’existence d’un réel 0 tel que

|z A al| = rsin(0) et ||{(x|a)a|| = rcos(6).

b) Montrer, sans faire de calculs matriciels, que f est une isométrie.

c¢) On choisit b, ¢ € E tels que (a, b, ¢) est une base orthonormée directe de E. Déterminer f(b) et f(c)
en fonction de a, b, c.

d) Montrer que f est une rotation de E. Préciser son axe et son angle.

Indication : On pourra commencer par construire une base orthonormée directe de E ayant pour premier
vecteur a et déterminer la matrice de f dans cetle nouvelle base.

Exercice 19 *

L’espace euclidien R? est muni du produit scalaire usuel. On consdiére la matrice

acost sint —bcost
A= b 0 a ol a,b,t sont des réels donnés.
asint —cost —bsint

Soit f I’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est A.

a) Pour quelles valeurs de a,b,t € R ’endomorphisme f est-il une isométrie, une rotation ?

T
b) Donner les caractéristiques géométriques de f danslecasa=b= —et t = —.

NG 4
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TD5 - Formes quadratiques réelles

1 Généralités sur les formes quadratiques

Exercice 1

Dans cet exercice, on considére des applications ¢ : F — R ot E est un espace vectoriel réel de
dimension finie. Pour chaque application, dire si oui ou non c’est une forme quadratique et, lorsque
c’est une forme quadratique, préciser :

(a) sa forme polaire;
(b) sa matrice dans la base canonique;

(c) son noyau et son rang.

1. E=R?et q(z,y) = 22% — 3y* + zy.

2. E=R2et q(z,y) = zy.

3. E=R2et q(x,y) = 2% + > — 22y.

4. E=R3et q(x,y,2) = 2> + 9% + 22 + 222 + 2yz
5. E=R3 et q(,y, 2) = 22y + 2yz2.

6. E=R[X]< et ¢(P) = P'(0)P(1).

7. E =R[X]<2 et q(P / P(t

8. E = M,(R) et q(A) = Tr(*AA).

Exercice 2 Formule du parallélogramme

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et ¢ une forme quadratique sur E. Soit ¢ la forme
polaire associée a q.

1. Soient z,y € E. Exprimer q(z + y) — q(x — y) en fonction de ¢(x,y).
2. Soient x,y € E. Exprimer ¢(z + y) + ¢(x — y) en fonction de ¢(x) et q(y).

Exercice 3
On considére la forme quadratique sur R? définie par q(x,y) = ry. On désigne par ¢ la forme polaire
de ¢. On note e; = (1,0) et ex = (0, 1) la base canonique de R2.

(a) Calculer g(e1) et g(e2) et g(e1 + e2).

(b) Justifier que ey et ey ne sont pas p-orthogonaux.

(
(

¢) Quels sont les vecteurs v € R? tels que g(v) =07

)
)
d) Montrer que ¢ est non-dégénérée.
)
)
)

e) Quels sont les vecteurs v qui sont (p-orthogonaux a ej 7

(
(

(g) Quelle est la signature de ¢ 7

f) On pose f1 =e1 + eg et fo =e1 — ea. Montrer que (f1, f2) est une base @-orthogonale.

17



2 Bases orthonormeées et réduction de Gauss

Exercice 4
Soit ¢ la forme quadratique sur R* définie par q(z,y, z,t) = 2y + 2t. On note B. = (e1,e2,e3,€4) la
base canonique de R%.

(a) Déterminer la forme polaire ¢ de g et écrire la matrice de ¢ dans la base canonique B..

(b) Soit f1 =-e1 + €9, f2 = €1 — €9, f3 =e3+e4 et f4 = €3 — €4. Montrer que B= (fl, fg,fg,f4) est
une base @-orthogonale.

(c) Déterminer la matrice que ¢ dans la base B et en déduire la signature et le rang de gq.

(d) Retrouver ce résultat en appliquant une réduction de Gauss a q.

Exercice 5 Algorithme de Gauss

On donne des formes quadratiques en coordonnées dans la base canonique d’un espace R™. Pour chacune
d’elles, donner le rang, le noyau et la signature.

(a) n=3et q(z,y,2) = (x +y+2)%
(b) n =2 et q(z,y) = 2% — 6zy + 5y°.
(c) n=2et q(z,y) = 322 + y* + 2zy.

(d) n=3cet q(z,y, 2) = 2% + 2y% + 522 + 22y + 4yz=.
(e) n=3cet q(z,y,2) = 2% — 2y% — 222 + 22y + dyz — 222.
(f) n=3et q(x,y,2) = 2> + 3y? + 522 + 4y + 622 + Syz

Exercice 6 * Réduction de Gauss bis

Pour chacune des formes quadratiques suivantes, déterminer le rang et la signature.
(a) q(z,y,2) = 3zy — 2z + Hyz
(b) q(x,y,z,t) = 4oy + 6yz + 4zt
(¢) q(x,y,2) =zy+xz+at +yz + yt + zt

Exercice 7 *

Dans Iespace R3, on considére la forme quadratique

Q(z,y,2) = 5z® + y* + az® + day — 232 — 2yz

Réduire la forme quadratique @ par la méthode de Gauss. Trouver sa signature et son rang.
On discutera selon les valeurs du réel a.
Exercice 8 *

En utilisant la réduction de Gauss, déterminer, la forme polaire, le rang et la signature des formes
quadratiques réelles suivantes :

(a) Q(z,y,2) =22% —y* — 4wy — 8yz
(b) Q(z,y,2,t) = xy +xz + yz + 2t
(¢) Q(z,y,2,t) =222 + 20y — 622 + yt + 2t — 5t*

18



3 Isotropie

Exercice 9 * Cone isotrope

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et ¢ une forme quadratique quelconque sur E. On
note ker ¢ le noyau de g et C(q) = {x € E, g(x) = 0}. On notera ¢ la forme polaire associée a q.

(1) Montrer que kergq C C(q).

(2) On suppose dans cette question que E = R? et q(x,y) = 322 + 22y + y°.
(a) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R2.
(b) En déduire que C(q) = ker g = {0}.

(3) On suppose dans cette question que E = R? et q(x,y) = 322 — 22y — 2.
(a) Montrer que ker g = {0}.
(b) Montrer que ker g # C(q).

(4) On suppose dans cette question que q est telle qu’il existe deux vecteurs u,v € E tels que q(u) > 0
et q(v) < 0.
(a) Montrer que u et v sont linéairement indépendants.
(b) Soit F' = Vect(u,v). Montrer que la restriction de ¢ & F' est non dégénérée.
(¢) Montrer qu’il existe A € R tel que ¢(u + Av) = 0.
(d) En déduire que C(q) # kerg.

Exercice 10 ** Cone isotrope (suite)

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et ¢ une forme quadratique quelconque sur E. On
note ker ¢ le noyau de g et C(q) = {x € E, g(x) = 0}. On suppose que C(q) # kergq.

(a) Montrer qu'il existe x,y € F tels que g(x) =0 et p(x,y) # 0.
(b) Soit t € R. Calculer ¢(y + tx), en fonction de q(y), ¢(z,y) et t.

(¢) En déduire que ¢ : E — R est une application surjective.
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